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515. 

Mécanique.  —  Sur  la  théorie  des  moments  linéaires  et  sur  les  moments 
linéaires  des  divers  ordres. 

C.  R.,  T.  XXXVI,  p.  ;5  (10  janvier  i853). 

J'ai  développé,  depuis  plus  d'un  quart  de  siècle,  non  seulement 
dans  mes  Exercices  de  Mathématiques,  mais  aussi  dans  mes  Leçons 
données  à  l'École  Polytechnique  et  à  la  Faculté  des  Sciences,  la 
théorie  des  moments  linéaires.  Comme  j'en  ai  fait  la  remarque,  cette 
théorie  se  lie  intimement,  d'un  côté,  à  la  théorie  des  moments  des 
forces,  pris  par  rapport  à  un  point  fixe,  et  représentés  par  des  sur- 
faces planes,  de  l'autre,  à  la  théorie  des  couples  établie  par  M.  Poinsot. 
Elle  a  d'ailleurs,  l'avantage  de  s'appliquer  non  seulement  aux  forces, 
mais  encore  à  toutes  les  quantités  qui  ont  pour  mesure  des  longueurs 
portées  sur  des  droites  dans  des  directions  déterminées,  par  exemple 
aux  vitesses  et  aux  quantités  de  mouvement.  11  en  résulte  qu'elle  peut 
être  très  utilement  employée  dans  la  détermination  du  mouvement 
d'un  système  de  points  matériels,  et  en  particulier  dans  la  déter- 
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mination  des  deux  mouvements  de  translation  et  de  rotation  d'un 
corps  solide.  D'ailleurs,  les  théorèmes  auxquels  on  est  alors  conduit 
s'énoncent  plus  facilement,  lorsqu'avec  MM.  Mœbius  et  Saint-Venant 
on  appelle  somme  géométrique  de  deux  longueurs  données  une  troi- 
sième longueur  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  premières.  Entrons  à 
ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons  d'abord  un  point  mobile  rapporté  à  trois  axes  fixes 
qui  partent  d'une  même  origine  0,  et  soit  P  la  position  de  ce  point 
au  bout  du  temps  t.  Si  l'on  attribue  à  t  un  accroissement  infiniment 
petit  A/,  le  rayon  vecteur  OP,  considéré  comme  une  quantité  géo- 
métrique, recevra  un  accroissement  correspondant,  et  le  coefficient 
de  At  sera,  dans  l'accroissement  du  rayon  vecteur,  ce  qu'on  nomme 
\a  vitesse,  dans  l'accroissement  de  la  vitesse  ce  qu'on  nomme  Yaccélé- 
ration.  Dans  la  Mécanique,  on  est  généralement  convenu  d'attribuer 
cette  accélération  à  une  cause  du  mouvement  appelée  force  accélé- 
ratrice, et  l'on  prend,  pour  mesure  de  cette  force,  l'accélération 
même.  Cette  substitution  de  la  force  à  l'accélération  est  d'ailleurs 
sans  inconvénient,  et  ne  saurait  être  objectée  aux  géomètres  par 
ceux  qui  seraient  tentés  d'élever  des  doutes  sur  les  résultats  du 
calcul;  car  on  démontre  que  le  système  de  deux  forces  appliquées 
à  un  point  mobile  peut  être  remplacé  par  leur  somme  géométrique, 
et  l'expérience  prouve  que  les  accélérations,  attribuées  à  des  forces 
diverses,  s'ajoutent  géométriquement.  Ainsi,  par  exemple,  l'accéléra- 
tion d'un  astre  placé  en  présence  de  deux  autres  est  la  somme  géo- 
métrique des  accélérations  attribuées  à  des  forces  attractives  émanant 
de  ces  derniers. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  la  force  ou  l'accélération  est,  par 
sa  nature,  aussi  distincte  de  la  vitesse  que  celle-ci  du  rayon  vecteur 
mené  de  l'origine  au  point  mobile.  Si  quelquefois  on  a  désigné  la 
vitesse  sous  le  nom  de  force  d'impulsion,  cela  tient  à  ce  qu'en  Analyse 
il  peut  être  commode  de  représenter  une  grandeur  par  une  autre 
d'une  nature  toute  différente,  par  exemple  une  force  par  une  Ion- 
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gueur,  ou  réciproquement  une  longueur  par  une  force.  Mais  il  vaut 
mieux,  ce  semble,  afin  de  prévenir  toute  espèce  d'équivoque,  éviter 
de  substituer  les  prétendues  forces  d'impulsion  ou  les  couples  d'im- 
pulsion aux  vitesses  elles-mêmes  ou  aux  moments  linéaires  de  ces 
vitesses. 

Revenons  au  point  mobile  P.  Pendant  qu'il  se  meut  dans  l'espace, 
le  rayon  vecteur  OP  décrit  une  surface  conique.  Construisons  une 
courbe  dont  l'arc  soit  proportionnel  à  l'aire  décrite  par  le  rayon  vec- 
teur, la  tangente  menée  par  l'extrémité  S  de  cet  arc  étant  perpendi- 
culaire au  plan  qui  touche  le  cône  suivant  le  rayon  vecteur.  Le  point 
mobile  S  sera  celui  qu'on  peut  nommer,  en  se  servant  d'une  épithète 
introduite  dans  la  science  par  M.  Binet,  le  curseur  aréolaire.  D'ailleurs 
la  vitesse  de  ce  curseur  ou  la  vitesse  aréolaire  sera  proportionnelle  au 
moment  linéaire  de  la  vitesse  du  point  P,  et  l'accélération  du  point  S 
ou  X accélération  aréolaire  sera  proportionnelle  au  moment  linéaire  de 
l'accélération  du  point  P.  Dans  mes  Leçons  de  1849,  à  la  Faculté  des 
Sciences,  j'ai  supposé  que  le  rapport  entre  l'arc  aréolaire  et  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  se  réduisait  à  l'unité.  Alors  la  vitesse 
aréolaire  ne  diffère  pas  en  intensité  de  celle  que  M.  Binet  a  désignée 
sous  ce  nom,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  avec  laquelle  croît  l'aire  décrite 
par  le  rayon  vecteur.  Si  le  rapport  de  l'arc  à  cette  aire  devient  égal  à  2, 
la  vitesse  et  l'accélération  aréolaires  seront  précisément  les  moments 
linéaires  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  du  point  mobile  P. 

Tandis  que  le  point  mobile  P  se  déplace  dans  l'espace,  la  projection 
orthogonale  ou  même  oblique  de  ce  point  sur  un  plan  ou  sur  un  axe 
se  déplace  pareillement,  et  le  déplacement  de  cette  projection  n'est 
autre  chose  que  la  projection  du  déplacement  du  point  P.  De  cette 
seule  remarque  il  suit  immédiatement  que  la  vitesse  et  l 'accélération 
du  point  projeté  sont  les  projections  de  la  vitesse  et  de  V accélération  du 
point  donné. 

Plus  généralement,  si  deux  points  se  meuvent  simultanément  dans 
l'espace,  le  déplacement  absolu  du  second  sera  la  somme  géométrique 
qu'on  obtient  en  ajoutant  au  déplacement  absolu  du  premier  le  dépla- 
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cernent  apparent  du  second  vu.  du  premier.  Donc  aussi  la  vitesse  absolue 
et  l'accélération  absolue  du  second  point  seront  les  sommes  géométriques 
qu'on  obtient  quand,  à  la  vitesse  ou  à  l  accélération  absolue  du  premier 
point,  on  ajoute  la  vitesse  ou  l'accélération  apparente  du  second  point  vu 
du  premier. 

Enfin,  lorsqu'un  point  mobile  P  se  déplace  dans  l'espace,  si  l'on 
mène  par  ce  point  et  par  un  certain  axe  RS  un  plan  PRS,  ce  plan  se 
déplacera  lui-même  avec  le  temps,  et,  pendant  un  instant  infiniment 
petit  A/,  il  décrira  autour  de  l'axe  RS  un  certain  angle.  Le  coefficient 
de  At,  dans  la  valeur  de  cet  angle,  sera  ce  qu'on  peut  appeler  la  vitesse 
angulaire  du  plan  mobile  autour  de  l'axe  RS.  On  obtiendra  cette 
vitesse  angulaire  en  divisant  la  projection  de  la  vitesse  du  point  P 
sur  une  perpendiculaire  au  plan  PRS  par  la  distance  du  point  P  à 
l'axe  RS. 

Jusqu'ici,  nous  avons  fait  abstraction  de  la  nature  des  corps  et  des 
points  matériels.  Alors,  comme  on  l'a  dit,  l'accélération  que  produit 
une  force  appliquée  à  un  point  matériel  peut  servir  de  mesure  à  cette 
force,  nommée,  pour  cette  raison,  accélératrice.  Mais  l'expérience 
démontre  que  l'effet  produit,  dans  le  cas  d'équilibre  ou  de  mouve- 
ment, par  une  force  appliquée  à  un  point  matériel,  est  tout  à  la  fois 
proportionnel  à  l'accélération  et  à  un  certain  coefficient  appelé  masse, 
qui  dépend  de  la  nature  du  point  mobile.  Donc,  lorsqu'on  veut  avoir 
égard  à  la  masse,  on  doit  prendre  pour  mesure  de  la  force  le  produit 
de  la  masse  par  l'accélération.  On  obtient  de  cette  manière  ce  qu'on 
nomme  la  force  motrice. 

Considérons  maintenant  un  système  de  points  mobiles  libres  ou 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques.  En  vertu  du  principe  de  d'Alem- 
bert,  le  système  des  forces  appliquées  à  ces  points  devra  être  équi- 
valent au  système  des  forces  motrices  qui  ont  pour  mesure  les  pro- 
duits de  leurs  masses  par  leurs  accélérations;  et,  pour  obtenir  les 
diverses  équations  du  mouvement,  il  suffira  de  joindre  à  cette  pro- 
position le  principe  des  vitesses  virtuelles.  Si  les  liaisons  données 
permettent  de  prendre  successivement  pour  mouvements  virtuels  des 
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mouvements  quelconques  de  translation  ou  de  rotation  communs  aux 
divers  points,  par  exemple  des  mouvements  effectués  parallèlement 
aux  axes  coordonnés  ou  autour  de  ces  mêmes  axes,  la  considération 
de  ces  mouvements  fournira  six  équations  entre  les  deux  systèmes  de 
forces  ci-dessus  mentionnés.  D'ailleurs,  ces  six  équations  pourront 
être  remplacées  par  deux  équations  géométriques,  exprimant  que  la 
somme  géométrique  des  forces  et  la  somme  géométrique  de  leurs  moments 
linéaires,  en  d'autres  termes,  la  force  principale  et  le  moment  principal 
restent  les  mêmes  dans  les  deux  systèmes.  Ajoutons  qu'il  faut  bien  se 
garder  de  confondre  le  moment  principal  qui  se  rapporte  aux  forces, 
et  qu'on  pourrait  appeler  le  moment  dynamique,  avec  le  moment  prin- 
cipal qui  se  rapporte  aux  quantités  de  mouvement,  c'est-à-dire  aux 
vitesses  multipliées  par  les  masses,  et  qu'on  pourrait  appeler  le  mo- 
ment cinématique.  De  ces  deux  moments,  le  premier  est  la  dérivée  du 
second,  prise  par  rapport  au  temps,  tout  comme  la  somme  géomé- 
trique des  forces  motrices  est  la  dérivée  de  la  somme  géométrique 
des  quantités  de  mouvement. 

Les  deux  équations  géométriques  ici  indiquées  continuent  de  sub- 
sister, lorsque,  dans  chacune  d'elles,  on  remplace  les  diverses  quan- 
tités géométriques  par  leurs  projections  algébriques  sur  un  même 
axe;  et,  en  prenant  successivement  pour  cet  axe  chacun  des  axes 
coordonnés,  on  est  immédiatement  ramené  aux  six  équations  con- 
nues, qui  se  trouvent  ainsi  établies  dans  le  cas  même  où  les  axes 
cessent  d'être  rectangulaires. 

Concevons  à  présent  qu'après  avoir  multiplié  la  masse  de  chacun 
des  points  matériels  donnés  par  la  quantité  géométrique  qui  repré- 
sente le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  ce  point,  ou  par  sa  dérivée 
du  premier  ou  du  second  ordre,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  par 
la  vitesse  du  point  ou  par  son  accélération,  on  ajoute  entre  eux  les 
produits  ainsi  formés;  on  obtiendra  un  rayon  vecteur  moyen,  ou  une 
vitesse  moyenne,  ou  une  accélération  moyenne.  Or  l'extrémité  du  ravon 
vecteur  moyen  sera  précisément  ce  qu'on  appelle  le  centre  des  moyennes 
distances,  ou  centre  d'inertie,  et  la  vitesse  moyenne,  ainsi  que  l'accélé- 
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ration  moyenne,  ne  seront  autre  chose  que  la  vitesse  et  l'accélération 
de  ce  même  centre.  Il  y  a  plus  :  si,  dans  les  produits  dont  il  s'agit,  on 
substitue  aux  rayons  vecteurs,  aux  vitesses  et  aux  accélérations  leurs 
moments  linéaires,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  substitue  à  chacun 
des  points  donnés  le  curseur  aréolaire  qui  lui  correspond,  alors,  a  la 
place  du  centre  d'inertie,  on  obtiendra  ce  qu'on  peut  appeler  le  centre 
aréolaire.  Cela  posé,  les  deux  équations  géométriques  ci-dessus  indi- 
quées montrent  que  le  centre  d'inertie  se  meut  comme  si  toutes  les 
forces  motrices  lui  étaient  appliquées,  et  le  centre  aréolaire  comme 
un  point  auquel  on  appliquerait  à  chaque  instant,  non  plus  les  forces 
motrices  données,  mais  d'autres  forces  représentées  par  les  moments 
linéaires  des  premières. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  somme  géométrique  des  forces  appli- 
quées s'évanouit,  ainsi  que  la  somme  géométrique  de  leurs  moments 
linéaires,  le  centre  d'inertie  du  système  des  points  donnés  est  animé 
'l'une  vitesse  constante  et  constamment  dirigée  suivant  la  même  droite; 
en  d'autres  termes,  le  centre  d'inertie  a  un  mouvement  uniforme,  et  l'on 
peut  en  dire  autant  du  centre  aréolaire. 

Je  viens  de  rappeler  les  principes  généraux  sur  lesquels  il  parait 
convenable  de  s'appuyer  pour  résoudre  les  problèmes  de  la  Méca- 
nique. Ces  principes,  que  j'ai  développés  en  1849,  dans  mes  Leçons 
à  la  Faculté  des  Sciences,  et  qui  sont  même  en  grande  partie  ceux 
qu'à  l'Ecole  Polytechnique  je  présentais,  il  y  a  plus  d'un  quart  de 
siècle,  comme  devant  servir  de  base  à  la  Mécanique,  résument  en 
quelque  sorte,  sous  une  forme  simple  et  lumineuse,  non  seulement 
les  théories  exposées  dans  les  Mémoires  ou  les  Ouvrages  d'Euler,  de 
Lagrange,  de  d'Alembert,  etc.,  mais  encore  les  recherches  plus  récem- 
ment publiées  sur  ce  sujet,  soit  dans  la  Mécanique  de  Poisson,  soit  dans 
les  Ouvrages  de  divers  auteurs,  particulièrement  de  MM.  Poinsot, 
Binct,  Coriolis,  Mœbius,  Saint-Venant,  etc.  On  peut  d'ailleurs,  dans 
l'application  de  ces  principes  à  la  solution  définitive  des  problèmes, 
recourir  utilement  à  la 'considération  des  moments  linéaires  des  divers 
ordres  dont  je  vais  donner  une  idée  en  peu  de  mots. 
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Un  point  fixe  0  étant  pris  pour  centre  des  moments,  considérons 
une  longueur  AB  qui,  partant  d'un  autre  point  A,  aboutisse  au 
point  B;  et,  après  avoir  construit  le  moment  linéaire  OK  de  la  lon- 
gueur AB,  menons  par  le  point  A  une  droite  AC  égale  et  parallèle 
à  OK,  puis  une  droite  AD  égale  et  parallèle  au  moment  linéaire 
de  AC;  etc.  Les  moments  linéaires  successifs  des  longueurs  AB,  AC, 
AD,  . . .  seront,  à  l'égard  de  la  longueur  AB,  ce  que  nous  nommerons 
les  moments  linéaires  du  premier,  du  second,  du  troisième,  . .  .  ordre. 
Comme  je  l'expliquerai  dans  un  autre  article,  l'usage  de  ces  moments 
linéaires  conduit  très  promptemeht  aux  formules  qui  déterminent  le 
double  mouvement  de  translation  et  de  rotation  d'un  corps.  Dans  le 
cas  où  le  corps  est  retenu  par  un  point  fixe,  on  arrive,  presque  sans 
calcul,  à  une  équation  géométrique  qui  comprend  les  trois  formules 
données  par  Euler  pour  la  détermination  du  mouvement  de  rotation 
du  corps  autour  de  ce  point.  Il  y  a  plus  :  on  peut  souvent  déduire  avec 
facilité  de  cette  équation  géométrique  les  lois  du  mouvement.  On  en 
conclut,  par  exemple,  qu'un  solide  de  révolution,  soumis  à  la  seule 
action  de  la  pesanteur  et  traversé  par  un  axe  dont  l'extrémité  infé- 
rieure s'appuie  sur  un  plan  horizontal,  peut,  en  tournant  sur  lui- 
même  avec  une  vitesse  suffisamment  grande,  tourner  en  même  temps 
autour  de  la  verticale,  de  manière  que  l'inclinaison  de  l'axe  par  rap- 
port au  plan  horizontal  demeure  constante.  Je  me  bornerai,  pour  le 
moment,  à  formuler  ici  les  lois  de  ce  phénomène  qu'indiquent  les 
évolutions  d'une  toupie,  et  qu'a  mis  en  évidence  une  belle  expé- 
rience de  M.  Foucault. 

Soient 

P  le  poids  du  corps; 

X  la  distance  entre  le  centre  de  gravité  et  le  point  d'appui,  situés  l'un 
et  l'autre  sur  l'axe  de  révolution; 

c>  l'angle  formé  par  cet  axe  avec  la  verticale  ; 

A  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  de  révolution; 

B  le  moment  d'inertie  relatif  à  un  second  axe  horizontal,  perpendicu- 
laire au  premier,  et  passant  par  le  point  d'appui; 
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y.  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  le  corps  tourne  autour  de  l'axe 

instantané  de  rotation; 
ii  la  projection  de  cette  vitesse  angulaire  sur  l'axe  de  révolution  ; 
V  la  vitesse  angulaire  d'un  point  situé  sur  l'axe  de  révolution  autour 

de  la  verticale, 

et  faisons,  pour  abréger, 

YL  —  PX. 

Les  vitesses  angulaires  a,  Ycorrespondront  à  des  mouvements  de  rota- 
tion dirigés  dans  le  même  sens,  et  l'on  aura 

Si  la  vitesse  a  est  très  grande,  l'axe  instantané  de  rotation  se  con- 
fondra sensiblement  avec  l'axe  de  révolution,  et  la  projection  u  de  la 
vitesse  a  avec  cette  vitesse  elle-même.  Alors  l'équation  trouvée  don- 
nera sensiblement 

Y     n 

81   =   -ri 

A 

quel  que  soit  l'angle  cr.  Donc  alors  la  vitesse  de  rotation  d'un  point  de 
l'axe  de  révolution  autour  de  la  verticale  sera  sensiblement  en  raison 
inverse  de  la  vitesse  de  rotation  du  corps  autour  de  son  axe. 

La  dernière  des  équations  que  nous  venons  de  poser  s'accorde  avec 
des  formules  que  Poisson  a  données  dans  la  seconde  édition  de  sa 
Mécanique  en  les  déduisant  d'un  calcul  approximatif. 


516. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  les  clefs  algébriques  (suite). 
G.  R.,  T.  XXXVI,  p.  129  (17  janvier  i853). 

Les  clefs  algébriques,  telles  que  je  les  ai  définies,  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  quantités  véritables.  Mais  ce  sont  des  quantités 
dont  le  rôle  est  spécial  et  transitoire,  des  quantités  qui  n'apparaissent 
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que  passagèrement  dans  les  formules  où  leurs  produits  sont  définiti- 
vement remplacés  par  d'autres  quantités  qui  n'ont  avec  elles  aucune 
relation,  aucune  liaison  nécessaire.  Elles  méritent  doublement  le  nom 
de  clefs,  puisqu'elles  ouvrent  la  porte  en  quelque  sorte,  non  seule- 
ment au  calculateur  dont  elles  guident  la  marche  et  facilitent  les 
recherches,  mais  encore  aux  quantités  nouvelles  qui,  se  glissant  à 
leur  suite,  viennent  s'emparer  de  postes  où  elles  puissent  utilement 
concourir  à  la  démonstration  des  théorèmes  ou  à  la  solution  des  pro- 
blèmes que  l'on  a  en  vue.  C'est  ce  que  l'on  a  pu  déjà  reconnaître,  en 
lisant  l'article  inséré  dans  le  Compte  rendu  de  la  dernière  séance,  et  ce 
que  je  vais  confirmer  par  de  nouveaux  exemples. 

Considérons  d'abord  n  variables  distinctes  x,  y,  z,   ...,  w  liées 
entre  elles  par  une  équation  de  la  forme 

(  i  )  a  x  -+-  by  ■+■  cz  +  .  .  .4-  hw  =  k. 

Si  l'on  attribue  successivement  aux  constantes  que  renferme  la  for- 
mule (i),  n  systèmes  distincts  de  valeurs,  indiqués  à  l'aide  des 
indices 

1 ,       2,       6,       ••-,       ftf 

placés  au  bas  des  lettres  a,  b,  c,  ...,  h,  k,  on  obtiendra,  entre  les 
inconnues  x,  y,  z,  . . . ,  w,  les  équations  linéaires 


(2) 


a,  x  +  6,  /  -+-  Cj  z  -+- .  .  .  4-  hi  <r  =  ku 
«2  x  -+-  b.2 y  -+-  c.2  z  -+- .  .  .  H-  h-2  w  =  k.2, 

? 

\  an  x  h-  bny  +  csî  +  ...+  hn  w  =  kn, 


qui  suffiront  généralement  pour  déterminer  ces  inconnues;  et,  si  l'on 
combine  entre  elles  par  voie  d'addition  les  équations  (2),  respective- 
ment multipliées  par  les  n  facteurs 

oc,     6,     y,      ...,     y), 
on  obtiendra  une  nouvelle  équation  linéaire  de  la  forme 
(3)  Ax  +  By-\-Cs  +  ...-\-Hw  =  K, 
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A,  B,  C,  ...,  H,  ./T désignant  n  -+■  i  fonctions  linéaires  de  a,  6,  y,  ...,  y). 
On  aura,  par  exemple, 

A  —  o, a  -+-  rt2 S  +  «;) y  +  .  .  .  +  a„  Y), 

et,  pour  obtenir  B,  C,  H,  . . . ,  A",  il  suffira  de  substituer  à  la  lettre  a, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  précédente,  la  lettre  b,  ou 

c,  D'ailleurs,  les  facteurs  a,  ë,  y,  ...,  yj  étant  complètement 

arbitraires,  il  en  résulte  que  l'équation  (3)  peut  remplacer  à  elle 
seule  le  système  des  équations  (2).  J'ajoute  que,  si  l'on  considère 
ces  facteurs  comme  des  clefs  assujetties  aux  transmutations  de  la 
forme 

(4)  a-^Lo,     ...,     êa:n — a6,     ..., 

on  pourra,  de  l'équation  (3),  déduire  immédiatement,  à  l'aide  d'une 
simple  multiplication  algébrique,  la  valeur  de  chacune  des  incon- 
nues ce,  y,  z,  . . . ,  w.  Alors,  en  effet,  les  polynômes  A,  B,  C,  . . . ,  H,  K, 
jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  facteurs  a,  ë,  y,  . . . ,  yj,  satis- 
feront aux  conditions  de  la  forme 

(5)  ,t2  =  o,        ...,        BA=~AB, 

et,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par  le  produit 
symbolique  BC . . .  H,  on  trouvera 

BC...HAx  =  BC...HK 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  ABC...Hx  =  KBC...H. 

On  aura  donc 

KBC...I1 


(7) 


ABC...  H 


En  déterminant  de  la  même  manière  y,  z,  . . . ,  on  obtiendrait  pour 
valeurs  des  inconnues  celles  que  donnent  les  formules  symboliques 

KBC...H  ANC.  ..II  ABK...H 

(8)  ABC... IV         y-  ABC... H'         Z~  ABC... H' 
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Mais  il  est  bon  d'observer  qu'après  avoir  déterminé  x  on  pourra  sim- 
plifier la  recherche  des  valeurs  de  y,  z,  ...  en  les  tirant  de  la  for- 
mule (3)  multipliée,  non  plus  par  le  produit  BC...H,  mais  par  ceux 
qu'on  en  déduit  quand  on  supprime  le  facteur  B,  ou  les  deux  fac- 
teurs BC,  ...,  etc.  Il  y  a  plus  :  en  admettant  que  l'on  suive  cette 
marche,  on  pourra  réduire  à  zéro  une  clef  dans  la  valeur  de  y,  deux 
clefs  dans  la  valeur  de  z,  ...  ;  et,  comme  on  pourra  choisir  arbitraire- 
ment les  clefs  auxquelles  ces  réductions  seront  appliquées,  il  est  clair 
que  le  calcul  pourra  s'effectuer  de  diverses  manières,  ce  qui  fournira 
un  grand  nombre  de  vérifications  des  résultats  obtenus.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  les  inconnues  x,  y,  z  soient  au  nombre  de 
trois.  Leurs  valeurs  pourront  être  tirées  des  formules  symboliques 

KBC  KC  —  ACx  K—  Ax  —  By 

d'ailleurs,  on  pourra  réduire  à  zéro  une  clef  dans  la  valeur  de  y,  et 
deux  clefs  dans  la  valeur  de  s. 

Concevons  à  présent  que  les  seconds  membres  des  équations  (i) 
s'évanouissent;  alors,  entre  les  équations  réduites  aux  formules 

Iat  œ  -+-  bt  y  -+-  c,  z  ■+- . . .  -+-  h^  w  =  o, 
«,  x  -+-  bt  y  -+-  c2  z  + . . .  H-  /?.,  w  =  o, 

(   «« ■»  -+-  bny  +  V  +  ...+  hn w  =  o, 

on  pourra  éliminer  les  variables  x,  y,  z,  . . . ,  et  l'on  obtiendra  ainsi 
une  équation  de  condition  entre  les  coefficients  représentés  par  les 
divers  termes  du  Tableau 


j  «1 

,      bl} 

Ci, 

..., 

b-i, 

(  "  )                           < 

!" 

\   a, 

y        b2, 

Cl, 

.  .  . , 

ht, 

i»        "nt 

C  m 

. .  . , 

K. 

Alors  aussi  la  formule  (6) 

sera  ré 

duite 

à 

ABC. 

..Hxz 

=  o; 
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et,  comme  elle  devra  se  vérifier,  quel  que  soit  x,  il  est  clair  que  la  for- 
mule 

(12)  ABC.H  —  o 

sera  précisément  l'équation  résultante  de  l'élimination  des  variables  x, 
y,  z,  . . . ,  w  entre  les  équations  (10).  Enfin,  comme  on  aura  encore 

(i3)  ABC . .  .H=  aêy . .  .yjS(±  «,&2c3. .  .hn), 

on  tirera  de  l'équation  (12),  en  y  posant,  comme  on  peut  le  faire, 
oeëy . . .  Y)  i=l  1 , 

(i4)  S(±alb,c3..  .hn)  =  o. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (i4)»  c'est-à-dire  la  résultante  algébrique  des  divers  termes  du 
Tableau  (n),  demeure  invariable,  tandis  que  dans  ce  Tableau  on 
échange  entre  elles  les  colonnes  horizontales  et  verticales.  Donc 
l'équation  (i3)  continuera  de  subsister  si  l'on  suppose  les  valeurs 
de  A,  B,  C,  ...  déterminées  par  les  formules 

iA  =  a,  ce  -t-  bi  6  -+-  c,  y  -+-  .  .  .  4-  A,  n, 
5  =  o,  a  +  6,  ê  +  c2  y  + .  .  .  +  //2  Y], 
> 
A  —  an  a  -+-  bn  S  +  c„  y  -+-  .  .  .  +  h„  r,  ; 

et  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  élimine  n  variables  x,  y,  z-,  . . . ,  w  entre  n  équa- 
tions dont  les  premiers  membres  soient  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  ces  variables,  il  suffira,  pour  obtenir  l'équation  résultante , 
d'égaler  à  zéro  le  produit  des  premiers  membres  des  équations  données, 
et  de  considérer  les  variables  x,  y,  z,  . . . ,  w  comme  des  clefs  assujetties 
aux  transmutations  de  la  forme 

x*^.o,     .  .  .,     xy^L  —  xy,     .... 
Revenons  maintenant  aux  équations  (1);  supposons  que,  dans  les 
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premiers  membres  de  ces  équations,  on  attribue  successivement  aux 
variables 


x,    y 


»    ->» 


w 


n  systèmes  distincts  de  valeurs,  indiquées  à  l'aide  des  indices 

i,     2,     3,     ...,     n 

placés  en  bas  des  lettres  qui   représentent  ces  variables,  et  nom- 
mons ktm  ce  que  devient  kt  quand  on  y  pose 

x  =  xmi        y  =  ym,        z  —  ztn,         ...,        w  =  wm. 
A  la  place  de  la  formule  (3)  on  obtiendra  n  équations  de  la  forme 


(i6! 


Axx  ■+-  Byx  -+■  Czt  +  .  .  .  +  Hwi  =  Ku 
Ax2  +  By2  -+-  Cz2  -+- .  . .  -+-  Hwz  =  K2, 


AxH  +  Bya-h  Czn-h..  .^-Hwn—Kn, 
les  valeurs  de  K{,  K2,  ...,  Kn  étant  déterminées  par  les  formules 

/  A',  ==  kux  a  -h  A-2,i  ê  +  £3,,  y  -t-. . .+  knA  n, 

]  K%  =  kUi  a  ■+■  kS)i  6  -+-  k3ii  y  -+- . . .  ■+■  Âr„i2  yj, 

(•7) 

(  Kn—kuna  +  /i2,„ê  +  A-3>„y  -H. . .-+-  £„,„*). 

D'ailleurs,  si  aux  facteurs  symboliques  .4,  B,C, . . . ,  H,  dont  les  valeurs 
sont  données  par  les  formules  (io),  on  substitue  les  facteurs  A',, 
K2,  ...,  Kn,  dont  les  valeurs  sont  données  par  les  formules  (17),  on 
obtiendra,  en  formant  le  produit  de  ces  facteurs  symboliques,  non 
plus  la  formule  (i3),  mais  la  suivante 

(18)  A,A2.  .  .Kn=aSy. .  .tj 8 (±*M *,,**,,,.  ..*»,„), 

dans  laquelle  l'expression  S(± kulkii2k9>z...knin)  est  la  résultante 

OEuvres  de  C.  —  S.  I ,  t.  XII.  3 
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algébrique  des  divers  termes  du  tableau 

'•1,1'  "2,1»  "3,1,  ••■>         *»,1» 

A,    o,  A-2,2>  "3,21  ■••»         "n.2> 

(19) 

"l,n>       "2,«>       "3,re>        •■•>       ""«,«» 

le  signe  S  pouvant  être  censé  relatif  à  l'un  quelconque  des  deux  sys- 
tèmes d'indices;  et,  puisque  les  facteurs  symboliques  A,  B,  C,  .. .,'  H 
vérifient  les  conditions  (5),  on  tirera  encore  des  formules  (16) 

(20)  ABC.  ..H>&(±  xxy%zz . . .  wn)*=  KtK2K, . . .  Kn. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  substitue  les  valeurs  des  pro- 
duits ABC. .  .H,  A',  A',A';!  . .  .Kn  fournies  par  les  équations  (i3)  et  (18), 
et  si,  dans  l'équation  nouvelle  ainsi  obtenue,  on  suppose,  pour  plus 
de  simplicité, 

aoy ..  .1)^.1, 

on  trouvera 

(21)  S(albici...kn)  S(±xxy2z3  .  .  .  wn)  =  S(±  fcul  â\2â\3  .  .  ./f„,„). 

On  sera  ainsi  ramené,  par  la  considération  des  produits  symboliques, 
;i  un  théorème  que  j'ai  démontré  dans  le  XVIIe  Cahier  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique  ('),  et  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  II.  —  Le  produit  de  deux  résultantes  algébriques  est  encore 
une  résultante  algébrique. 

Pour  mettre  en  évidence  les  avantages  que  présente  l'intervention 
des  clefs  dans  les  applications  numériques,  supposons  que  l'on  se 
propose  de  résoudre  les  trois  équations 

(22)  , 3a: -f-    y  -+-  iz  =  3, 


ix  -t-  3y  -h    z  —  â. 
(')  Voir  aussi  dans  le  même  Cahier  un  Mémoire  de  M.  Binet. 
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De  ces  équations  respectivement  multipliées  par  a,  6,  y,  puis  combi- 
nées entre  elles  par  voie  d'addition,  on  tirera 

(23)  Ax-t-By-*-  Cz  =  K, 

les  valeurs  de  A,  B,  C,  A' étant 


(»4) 


A  =  a  +  36+*ay,         Z?  =  2«  +  ê  +  3y,         C  =  3a  +  2ë  +  y, 
^r  =  a+36  +  5Y, 


puis,  en  considérant  a,  €,  y  comme  des  clefs  assujetties  aux  condi- 
tions de  la  forme 

oC'  —  O,      ...,     êa^rl — aë,      ..., 

on  tirera  immédiatement  de  l'équation  (23)  multipliée  par  le  pro- 
duit BC  la  valeur  de  l'inconnue  x.  Effectivement,  dans  cette  hypo- 
thèse, les  formules  (24)  donneront 

BC  —  —  5êy  +  7ya  +  aê; 

et  par  suite,  en  posant,  pour  abréger, 

aêy  ^L  1, 


on  trouvera 

t   . 

ABC  =  —1.5  +  3.7  +  2.1  =  18, 

KBC  =—1.5  +  3.7  +5.i  =  2i, 

KBC  _  21        7 

/LBC       18       6 

La  valeur  de  a?  étant  ainsi  obtenue,  on  déduira  immédiatement  de  la 
formule  (23)  multipliée  par  le  seul  facteur  C  la  valeur  de  y,  et  l'on 
pourra  même,  dans  la  détermination  de  y,  réduire  à  zéro  l'une  quel- 
conque des  trois  clefs  a,  ê,  y.  En  prenant,  pour  fixer  les  idées,  y  =  o, 
on  tirera  des  formules  (24) 

(\4  =  a  +  36,        B=2x-hS,         C  =  3a^-2Ê, 

(25) 
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puis,  en  posant,  pour  abréger, 

on  trouvera 

BC  =  i,       AC  =  KC  =  —j, 

AC i  s  /  n       7 

7  =  ^('-^)=-7(I-^)=g=a7- 

Enfin,  on  tirera  de  la  formule  (23),  en  réduisant  à  zéro  deux  clefs, 
par  exemple  a  et  5, 

5 
z  =  5  —  ix  —  2>y  =  5(i  —  x)  = —  £• 

On  aura  donc,  en  définitive, 

,  c,  .7  5 

(*6)  ^=^=6'         £=-6- 

Remarquons  d'ailleurs  que,  en  appliquantl'équation  (23)  à  la  déter- 
mination des  inconnues  x,  y,  z,  on  peut  choisir  arbitrairement  : 
i°  l'ordre  dans  lequel  on  déterminera  ces  inconnues;  2°  l'ordre  dans 
lequel  on  multipliera  les  facteurs  symboliques  des  produits  ABC, 
KBC,  . ..;  3°  les  clefs  que  l'on  fera  évanouir  dans  les  valeurs  des 
inconnues  y  et  z.  Il  y  aura  donc  un  grand  nombre  de  manières  diffé- 
rentes d'effectuer  le  calcul;  mais,  quelle  que  soit  celle  que  l'on 
adopte,  on  sera  toujours  conduit  au  même  résultat.  Ainsi,  par 
exemple,  si  dans  la  détermination  de  y  on  pose,  non  plus  y  =  o, 
mais  €  =  o,  on  trouve 

A  =  a  -+-  iy,         B  =  2a  -+-  3-/,  C  =  3 a  -+-  y , 

K=  a  -+-  5y, 

puis,  en  posant,  pour  abréger,  ya  =  i,  on  trouvera 

BC=-j,        AC  =  5,        KC  =  i(i, 

_  KC  —  ACx  _    i/j  —  5x  __  7 
J"  BC  ~^~~~6' 

Dans  un  prochain  article,  je  montrerai  les  avantages  que  présente 
l'emploi  des  clefs  algébriques  dans  la  résolution  des  équations  non 
linéaires. 
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517. 


Analyse  mathématique.  —  Sur  les  avantages  que  présente,  dans  un 
grand  nombre  de  questions,  l'emploi  des  clefs  algébriques. 

C.  R.,  T.  XXXVI,  p.  161  (24  janvier  i853). 

Dans  les  précédents  articles,  j'ai  fait  voir  que  l'élimination  des 
inconnues  entre  des  équations  linéaires  et  la  résolution  d'équations 
de  cette  forme  pouvaient  être  réduites,  par  l'emploi  des  clefs  algé- 
briques, à  de  simples  multiplications.  J'ajoute  que  la  théorie  des 
clefs  réduit  encore  à  la  multiplication  un  grand  nombre  d'opéra- 
tions d'Algèbre  et  de  questions  diverses,  par  exemple  la  division 
algébrique,  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  donnés,  le  problème  de  l'interpolation,  l'élimination  des 
inconnues  entre  des  équations  de  degrés  quelconques,  etc.  C'est 
effectivement  ce  qui  résulte  des  principes  que  je  vais  poser. 

Analyse. 

Je  commencerai  par  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  f(a?),  F(a?)  deux  fonctions  entières  dex  :  la  pre- 
mière, du  degré  n  ;  la  seconde,  du  degré  m.  Soient  encore  \x,  v  deux 
nombres  entiers  distincts  de  m,  n;  et  nommons  l  la  plus  grande  des  deux 

différences 

ni  —  p,     n  ■ —  v, 

ou  leur  valeur  commune,  si  elles  sont  égales.  On  pourra,  si  l  est  positif, 
satisfaire  à  l'équation 

(i)  u  =  vf(«)  +  wF(o;), 

en  prenant  pour 

u,    v,    w 

trois  fonctions  entières  de  x,  dont  les  degrés  soient  respectivement 
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Démonstration.  —  En  effet,  supposons 

(2)  v  =  «,  +  a,i'+...  +  «|la!ll)         w  =  ê04-  6, a;  -H.  .  .4-  êv^v; 

à  ces  valeurs  de  v,  w  correspondra,  en  vertu  de  l'équation  (1),  une 
valeur  de  u,  qui  sera  de  la  forme 

(3)  u  =  cù0-i-(ùiX  -h.  .  .-h  U[+v.+va;l+V*-v, 

le  degré  1+  [A  4-  v  de  u,  considéré  comme  fonction  de  x,  étant  le  plus 
grand  des  nombres 

m  -+-  v,     11  -h  jm, 

ou  leur  valeur  commune,  s'ils  sont  égaux,  et  les  quantités 
étant  des  fonctions  linéaires  des  coefficients 

D'ailleurs,  le  nombre  de  ces  coefficients  étant  \x  -+-  v  -f-  2,  on  pourra, 
en  attribuant  à  l'un  d'eux  une  valeur  arbitraire,  choisir  les  autres  de 
manière  à  faire  évanouir  [x  -f-  v  -f- 1  termes  dans  la  fonction  u;  et,  si 
ces  termes  sont  ceux  qui  renferment  les  plus  hautes  puissances  de  x, 
c'est-à-dire  si  l'on  choisit  les  coefficients  a0,  a,,  . . . ,  a^,  €0,  6,,  . . .,  Sv, 
ou  plutôt  leurs  rapports,  de  manière  à  vérifier  les  équations 

(4)  0)/=O,  C0/+1  =  O,  ...,  (±)/+v_+v=0, 

alors  u,  réduit  à  la  forme 

(5)  u  =  w0H-  «!  .r  +•  .  .  -f-  M/_j.r/-1, 

sera,  non  plus  du  degré  /  -h  [x  -f-  v,  mais  du  degré  /  —  1 .  Cela  posé,  les 
polynômes  u,  v,  w  satisferont  évidemment  aux  conditions  énoncées 
dans  le  théorème. 

Quant  à  la  détermination  précise  des  valeurs  de  u,  v,  w,  on  pour- 
rait l'effectuer,  dans  tous  les  cas,  en  tirant  des  équations  (/j)  les 
valeurs  des  coefficients  a„,  a,,  ...,  a|JL,  £„,  ê(,  ...,  €v,  et  en  substi- 
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tuant  ces  valeurs  dans  les  formules  (2)  et  (5).  Il  y  a  plus  :  dans  le 
cas  particulier  où  l'on  a 

(  6  )  m  —  p.  =  n  —  v , 

on  peut,  comme  l'a  remarqué  M.  Liouville,  déduire  d'une  formule 
d'interpolation,  donnée  dans  la  Note  V  de  mon  Analyse  algébrique  ('), 
les  valeurs  de  u,  v,  w,  exprimées  en  fonctions  symétriques  des  racines 
des  deux  équations 

(7)  f(*)  =0, 

(8)  ¥(x)  =  o, 

attendu  que,  en  vertu  de  la  formule  (i),  on  a,  pour  chacune  des 
valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation  (7), 

(9)  ^  =  F^> 

et,  pour  chacune  des  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation  (8), 

(10)  V=fU)- 

Mais,  après  avoir  exprimé  u,  v,  w  en  fonctions  symétriques  des  racines 
des  équations  (7)  et  (8),  on  devrait  encore  transformer  ces  fonctions 
symétriques  en  fonctions  des  coetïîcients  que  renferment  f(x)  et 
F(#).  Enfin,  dans  le  cas  où  la  condition  (6)  est  remplie,  on  pourrait 
exprimer  les  diverses  valeurs  de  u,  v,  w  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  de  [/.,  en  fonction  des  quotients  et  des  restes  fournis  par  les 
divisions  qu'entraîne  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
entre  f(#)  etF(;r).  J'ajoute  que,  si  l'on  considère  les  coefficients  a0, 
a,,  . . . ,  a^,  6"0,  St,  .  .  . ,  6V  comme  des  clefs  algébriques,  il  ne  sera 
plus  nécessaire  de  recourir  ni  à  la  résolution  des  équations  (4),  ni 
à  aucune  des  opérations  algébriques  dont  nous  venons  de  parler,  et 
qu'alors  une  simple  multiplication  suffira,  dans  tous  les  cas,  pour 
déduire  des  fonctions  entières  u,  v,  w,  déterminées  par  les  équa- 

(')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III,  p.  429. 
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lions  (2)  et  (3),  trois  autres  fonctions  entières  u,  v,  w,  qui  rempliront 
les  conditions  énoncées  dans  le  théorème.  En  effet,  les  quantités  a0, 
a,,  . . . ,  a^,  ê(1,  6,,  . . . ,  6V  étant  prises  pour  des  clefs  assujetties  aux 
transmutations  de  la  forme 

a-^o,      ...,      6ail — aê,      ..., 
posons 

(il)  Û  =  <ùi(ùl+i.  .  .Wz+^vJ 

et  soient,  d'ailleurs, 

(12)  m  =  £2u,        p  =  £2v,        «'  =  i2w. 

11  est  clair  que  l'équation 

u  =  v  î(x)  +  w  F(^) 
entraînera  la  suivante 

(i3)  u  —  vî(x)  +«'F(ar), 

et  que  les  degrés  des  trois  fonctions  nouvelles 

U,       V,       w 

seront  respectivement 

l  —  I,       fi,       V. 

Remarquons  encore  que,  si  l'on  nomme  c  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x  dans  u,  la  première  des  formules  (12)  donnera 

c  =  £2w/_, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(.4)  ç  =  (-I)^-1w/_10. 

Pour  que  les  valeurs  de  u,  v,  w,  c  données  par  les  formules  (12) 
et  (14)  puissent  être  calculées  numériquement,  il  sera  nécessaire 
d'attribuer  une  valeur  déterminée  au  produit  des  clefs 

«0,     a,,     .  .  .,     «u,;         S„,     6,,      .  .  .,     £•„ 


EXTRAIT   N°  517.  25 

multipliées  l'une  par  l'autre  dans  un  certain  ordre.  Par  ce  motif,  nous 
assujettirons  désormais  les  clefs  dont  il  s'agit  à  la  condition 

(15)  «0«i.  •  .«(1.60^1  •• -êv  —  l. 

Revenons  maintenant  au  cas  spécial  où  les  nombres  [i,  v  sont  liés 
entre  eux  par  la  condition  (6),  et  supposons  d'ailleurs,  pour  fixer  les 
idées,  m<n.  On  aura 

(16)  l=m  —  pt  —  n —  v, 
et,  puisque  /  doit  être  positif,  le  nombre 

fjL  =  m  —  / 

sera  l'un  des  termes  de  la  suite 

o,     i,    2,     ...,    m  —  x. 

Alors  aussi,  [x  venant  à  changer  de  valeur,  les  trois  fonctions 

",     v,     w 
varieront  avec  leurs  degrés  exprimés  par  les  trois  nombres 

///  —  fjL  —  1 ,     fji,     n  —  m  -+-  p, 

el  c  variera  encore  ainsi  que  £1.  Cela  posé,  représentons,  à  l'aide  des 
notations 

M|X,  '(/.,  iV\l.,         C[L> 

les  quantités 

a,     v,     w,     c, 

considérées  comme  fonctions  du  nombre  variable  pu  La  formule  (i3) 
donnera 

(17)  up,—  vv.f(x)  +  wv.¥(x), 
et  l'on  tirera  de  la  formule  (i/j) 

('8)  Cjj.—    (    -  l)'"^"—    w„,  ..jj...  t  '.),„  _|j..   .  -'j-hup.     1  Wn  -h[X« 

CKlivres  de  C.   -    S.  I,  t.    XII.  4 
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Cherchons  à  présent  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x 
dans  Vp  et  w^.  Ces  coefficients  seront,  en  vertu  des  formules  (12)  jointes 
aux  équations  (2), 

(19)  9.X[L,    Qgv, 

la  valeur  de  ù  étant 

(20)  12   =    W,,,-^.    .    .  (l)„  +  l],_i  W„4-y,. 

Si  d'ailleurs  on  pose 


(21) 


f(.r)   —  a0-+-  ctrr  4-. .  .-+-  an  x" , 
V {./■)  —  b0  -+-  bi x  ■+- . . . -+-  />„, se"1, 


on  aura 

wm-f-fA^  an  a[J.  +  "m  °vj 

et  par  suite  les  expressions  (19)  deviendront 

(    —  b/nW/n-n.  .  .  ron+a_i  au.cv, 

{  au    W/H-U.'    •    •  W,,+ll-|  <ZjJ.  Ov. 

D'autre  part,  lorsqu'on  multipliera  a,j.Çv  par  le  produit  symbolique 

on  pourra,  dans  ce  produit,  réduire  à  zéro  les  deux  clefs  a^,  6V;  par 
conséquent,  on  pourra  réduire  la  valeur  de  ce  même  produit  à  celle 
que  lui  assigne  la  formule  (18),  quand  on  remplace,  dans  cette  for- 
mule, u.  par  [x  —  1,  c'est-à-dire  à  la  quantité 

(_ i)»+»-«cv_,. 

tënfin,  en  vertu  de  la  convention  qu'exprime  la  formule  (  i5),  on  devra 
supposer,  dans  l'évaluation  de  c[k_l, 

(23)  «„«,. .  .a!X._,S0S1. .  .Sv_,  m  1, 

et,  dans  l'évaluation  des  produits  (22), 

a„2, .  .  .  aa_,au,6061.  .  .6V_,  ov  :n  1, 
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par  conséquent 

a0ocj.  .  .ajj._,60ë| .  .  .êv-i«|x6v^^  (—  0V> 

Donc,  et  attendu  que  l'on  a  v  =  n  —  m  -f-  ix,  les  produits  (22),  ou  les 
coefficients  de  X*  et  de  x" -""-e-,  dans  les  fonctions  ty  et  uy,  se' rédui- 
ront aux  deux  quantités 

(34)  {—i)?bmcp-lf     (-O^'a.c^,. 

Il  sera  maintenant  facile  de  tirer  de  la  formule  (  17)  une  équation 
remarquable  à  laquelle  satisfont  les  fonctions  ty,  w^,.  En  effet,  si, 
dans  la  formule  (17),  on  remplace  a  par  [i  +  i,  on  obtiendra  la  sui- 
vante 

(25)  ",</.+  ■  =  »'|n-i  f'O)  -+-  «y^,  F(x); 
puis,  en  faisant,  pour  abréger, 

(26)  *x,ix=  t'A  «y—  'ytn, 
on  tirera  des  formules  (17)  et  (20  ), 

(    "u.,  a -m  l  (  x  )    —  uu.  w\i.-i-\ —  "11+1  '♦'uj 
(  27  ) 

Or  les  degrés  des  produits 

étant  exprimés  par  les  nombres 

l  -+-  v  —  n,         l  -+-  fi  =  /» , 
par  conséquent  égaux  aux  degrés  des  fonctions 

f(«),     F(jb), 
tandis  que  les  degrés  des  produits 

se  réduisent  aux  nombres  n  —  1,  m  —  2,  il  résulte  des  formules  (27) 
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que  les  quantités 

égales  au  signe  près,  mais  affectées  de  signes  contraires,  sont  indé- 
pendantes de  x.  Comme  d'ailleurs  les  coefficients  des  plus  hautes 
puissances  de  x,  dans  les  fonctions 

l'(.r),      Y  {.r),      Up,      (fft+i,     vc^i, 

seront  respectivement 

an,     bm,     cv.,     (-i^'^e^,     (—  i^a»^, 

les  deux  derniers,  étant  ce  que  deviennent  les  quantités  (24)  quand 
on  remplace  [j.  par  fx  -h  1,  on  tirera  des  formules  (27), 

'(28)  *(A,  [l-M  =  —  Vt-l>(J.  =   ("-  0^4- 

En  d'autres  termes,  on  aura 

(29)  iy 'Vm—  <>-m  h^=(—  i^cjî,. 

Remarquons  encore  que  si,  dans  la  formule  (17),  on  remplace  u. 
par  fx+  2,  on  obtiendra  la  suivante 

(3o)  "jA+2=  ('|X-H2  f(r)  +  ">+2  F(>r  ), 

et  que,  des  formules  (17),  (25),  (3o),  on  tire,  en  éliminant  i'(x) 
et  ¥(x), 

(  ^  I  )  "(A-t-t,  !^-<-2  "(t  "I-  "(JH-2,  [J.  u[k+l  "H  "(j.,  [A -M  "|j.4-2  — :  °> 

par  conséquent, 

(32)  B|1=(_I)ii_§i!±îUlH.I+CiyII|W.1. 


c,ij_<  \Cm4_1 


Dans  cette  dernière  formule,  où  les  degrés  des  polynômes 

"<X>         "|J.4-H         "[J.-t-2 

siinl  exprimés  par  les  nombres 

n .  —  jur.  —  1 ,      n  —  rj.  —  2,     «  —  ,u  —  3, 
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^,^+2  ne  pourra  être  évidemment  qu'une  fonction  linéaire  de  la 
variable  a-. 

Des  principes  que  nous  venons  d'établir  on  déduira  sans  peine  la 
conséquence  que  nous  avons  déjà  indiquée,  savoir  que  l'intervention 
des  clefs  réduit  à  la  multiplication  un  grand  nombre  d'opérations 
algébriques. 

S'agit-il,  par  exemple,  de  diviser  le  polynôme  i'(x)  du  degré  n  par 
un  autre  polynôme  F(x)  du  degré  m  égal  ou  inférieur  à  n,  on  posera 
\x  =  o,  v  =  n  —  m.  Alors  la  fonction  v,  déterminée  par  la  formule 

(33)  c  =  Ûa„ 

sera  réduite  à  une  quantité  constante.  Alors  aussi,  de  l'équation  (  i3) 
présentée  sous  la  forme 

(34)  t(x)  =  ^-jF(x)t 

on  conclura  qu'en  divisant  f(#)  par  F(#)  on  obtiendra  pour  quo- 
tient et  pour  reste  les  deux  fonctions  entières 

w      u 

—  — ,     — . 

V  V 

S'agit-il  d'éliminer  x  entre  les  deux  équations 

f(jc)  =  o,         F(jt)  =  o, 

alors  on  posera  [t.  =  m  —  i ,  v  =  n  —  r,  et  l'équation  résultante  de 
l'élimination  sera 

(  35  )  «  =  o, 

la  valeur  de  u  étant  donnée  par  la  première  des  équations  (12),  de 

sorte  qu'on  aura 

u  =  Qu  =  £2co0. 

Par  suite  l'équation  résultante  pourra  être  réduite  à  la  formule 

(36)  «oWitoî- .  .<«>„,+„_,  —  o. 

Si  d'ailleurs  on  veut,  de  cette  dernière  formule,  déduire  celle  que  j'ai 
donnée,  comme  propre  à  résoudre  la  même  question,  dans  mon  pre- 
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mier  article  sur  les  clefs  ('),  il  suffira  d'échanger  entre  elles  les 
colonnes  horizontales  et  verticales  dans  le  Tableau  formé  avec  les 
divers  termes,  dont  le  premier  membre  de  la  formule  (3G)  représente 
la  résultante  algébrique. 

S'agit-il  enfin  d'obtenir  les  quotients  et  les  restes  divers  des  divi- 
sions qu'entraîne  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  des 
fonctions  entières  f(x),  F(a,s),  il  suffira  de  recourir  aux  formules  (12) 
et  (26),  à  l'aide  desquelles  on  déterminera  les  diverses  valeurs  de  la 
fonction  u  ou  u^,  et  de  la  fonction  kv.^+2-  En  effet,  il  résulte  des  for- 
mules (34)  et  (32)  que  les  divers  restes  et  les  divers  quotients  seront 
les  produits  des  diverses  valeurs  de  u^  et  de  k^+.,  par  des  constantes 
que  donnent  ces  formules  mêmes. 

Ajoutons  que  l'intervention  des  clefs  fournira  encore  un  moyen  de 
réduire  à  de  simples  multiplications  les  problèmes  dontles  solutions 
s'appuyaient  sur  l'une  des  opérations  algébriques  ici  rappelées,  par 
exemple,  l'évaluation  d'une  fonction  symétrique  des  racines  d'une 
équation,  et  spécialement  du  produit  des  carrés  des  différences  entre 
ces  racines,  la  détermination  du  nombre  des  racines  égales  et  leur 
élimination,  la  détermination  d'une  limite  inférieure  à  la  plus  petite 
différence  entre  deux  racines  réelles,  la  détermination  du  nombre 
des  racines  positives,  du  nombre  des  racines  négatives,  et,  plus  géné- 
ralement, du  nombre  des  racines  réelles  ou  imaginaires  qui  satisfont 
à  certaines  conditions,  etc. 


518. 

Analyse  mathématique.  —  Note  sur  les  séries  convergentes  dont  les  divers 
termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  réelle  ou  imagi- 
naire, entre  des  limites  données. 

C.  R.,  T.  XXXVI,  p.  \J\  (14  mars  i853). 

En  établissant,  dans  mon  Analyse  algébrique,  les  règles  générales 

(!)  CE uvrc s  de  Cauchf,  S.  I,  T.  XI.  p.  4  \  i . 
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relatives  à  la  convergence  des  séries,  j'ai,  de  plus,  énoncé  le  théorème 
suivant  : 

Lorsque  les  différents  termes  de  la  série 

(')  "o,       «i,       "o,       ...,       u,„       Un+U       ... 

sont  des  fonctions  d'une  même  variable  x,  continues  par  rapport  à  cette 
variable,  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  pour  laquelle  la 
série  est  convergente,  la  somme  s  de  la  série  est  aussi,  dans  le  voisinage 
de  cette  valeur  particulière,  fonction  continue  de  oc. 

Comme  l'ont  remarqué  MM.  Bouquet  et  Briot,  ce  théorème  se  vérifie 
pour  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une 
variable.  Mais,  pour  d'autres  séries,  il  ne  saurait  être  admis  sans  res- 
triction. Ainsi,  par  exemple,  il  est  bien  vrai  que  la  série 

.    N  .  sinaa-       sin3;r 

(2)  sin.r,     j     — ^ — ,      •■•> 

toujours  convergente  pour  des  valeurs  réelles  de  x,  a  pour  somme  une 
fonction  de  .r  qui  reste  continue,  tandis  que  x,  supposée  réelle,  varie, 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  distincte  d'un  multiple  ±  inr.  de  la 

circonférence  2-,  et  qui  se  réduit,  en  particulier,  à  - —  —  >  entre  les 
limites  x  =  o,  x  =  211.  Mais,  à  ces  limites  mêmes,  la  somme  s  de  la 
série  (2)  devient  discontinue,  et  cette  somme,  considérée  comme 
fonction  de  la  variable  réelle  x,  acquiert,  à  la  place  de  la  valeur 


T.  7T 

-        OU : 

2  2 


donnée  par  la  formule 

7T  —  X 


S  = 

2 


la  valeur  singulière  s  =  o,  qui  reparaît  encore  quand  on  suppose 

X  =±:  2/17T, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  comment  on  doit  modifier  l'énoncé  du 
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théorème,  pour  qu'il  n'y  ait  plus  lieu  à  aucune  exception.  C'est  ce 
que  je  vais  expliquer  en  peu  de  mots. 

D'après  la  définition  proposée  dans  mon  Analyse  algébrique ,  et 
généralement  adoptée  aujourd'hui,  une  fonction  u  de  la  variable 
réelle  x  sera  continue  entre  deux  limites  données  de  x,  si,  cette  fonc- 
tion admettant  pour  chaque  valeur  intermédiaire  de  x  une  valeur 
unique  et  finie,  un  accroissement  infiniment  petit  attribué  à  la 
variable  produit  toujours,  entre  les  limites  dont  il  s'agit,  un  accrois- 
sement infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même.  Cela  posé,  conce- 
vons que  la  série  (i)  reste  convergente,  et  que  ses  divers  termes 
soient  fonctions  continues  d'une  variable  réelle  x,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  renfermées  entre  certaines  limites.  Soient  alors 

s    la  somme  de  la  série  ; 
s„  la  somme  de  ses  n  premiers  termes; 

r„  =  s  —  s„  =  un  -+-  uli+l  -h  . . .  le  reste  de  la  série  indéfiniment  pro- 
longée à  partir  du  terme  général  //„. 

Si  l'on  nomme  n'  un  nombre  entier  supérieur  à  n,  le  reste  r„  ne  sera 
autre  chose  que  la  limite  vers  laquelle  convergera,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n',  la  différence 

sn —  sn=  un-h  «„+.,  +  .  .  .+  «„■_,. 

Concevons,  maintenant,  qu'en  attribuant  à  n  une  valeur  suffisamment 
grande  on  puisse  rendre,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites  données,  le  module  de  l'expression  (3)  (quel  que  soit  n'), 
et,  par  suite,  le  module  de  /•„,  inférieurs  à  un  nombre  s  aussi  petit  que 
l'on  voudra.  Comme  un  accroissement  attribué  à  x  pourra  encore  être 
supposé  assez  rapproché  de  zéro  pour  que  l'accroissement  correspon- 
dant de  sn  offre  un  module  inférieur  à  un  nombre  aussi  petit  que  l'on 
voudra,  il  est  clair  qu'il  suffira  d'attribuer  au  nombre  n  une  valeur 
infiniment  grande,  et  à  l'accroissement  de  x  une  valeur  infiniment 
petite,  pour  démontrer,  entre  les  limites  données,  la  continuité  de  la 

fonction 

s      s„  +  /•„ . 
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Mais  cette  démonstration  suppose  évidemment  que  l'expression  (3) 
remplit  la  condition  ci-dessus  énoncée,  c'est-à-dire  que  cette  expres- 
sion devient  infiniment  petite  pour  une  valeur  infiniment  grande 
attribuée  au  nombre  entier  n.  D'ailleurs,  si  cette  condition  est  rem- 
plie, la  série  (i)  sera  évidemment  convergente.  En  conséquence,  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  les  différents  tenues  de  la  série 

(])  U0,        «M        U,,        ...,        Il  n,        Un+U         ... 

sont  des  fonctions  de  la  variable  réelle  x,  continues,  par  rapport  a  cette 
variable,  entre  des  limites  données;  si,  d'ailleurs,  la  somme 

devient  toujours  infiniment  petite  pour  des  valeurs  infiniment  grandes 
des  nombres  entiers  n  et  n'^>n,  la  série  (i)  sera  convergente,  cl  la 
somme  s  de  la  série  (i)  sera,  entre  les  limites  données,  fonction  continue 
de  la  variable  x. 

Si  à  la  série  (i)  on  substitue  la  série  (2),  l'expression  (3),  réduite 
à  la  somme 

sin(ra  -f-  i)r        sin  (n  -t-  i)x  sin/*' x 

(4)  — 1 L ^•••-| ; — ' 

/i  +  i  «+2  n 

s'évanouira  pour  x  =  0;  mais,  pour  des  valeurs  de  x  très  voisines  de 

zéro,  par  exemple  pour  x=~>  n  étant  un  très  grand  nombre,  elle 

pourra  différer  notablement  de  zéro;  et  si,  en  attribuant  à  //  une  très 

grande  valeur,  on  pose  non  seulement  x  =  ->  mais  encore  /i'  =  ce,  la 

somme  (4),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  reste  r„  de  la  série  (2)  se 
réduira  sensiblement  à  l'intégrale 

/  —  dx  = '  +  -  — 0  ô o    .    -  ■=  +•  •    —0,62^.  .  .  . 

J         x  2  1.2.33        1.2.3.4.05 

Ajoutons  que,  pour  une  valeur  de  x  positive,  mais  très  voisine  de 

OEuvresde  C—  S.l,  t.  XII.  5 
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zéro,  la  somme  s  de  la  série  (2)  se  réduira  sensiblement  à  l'intégrale 

JÇ  "  sina;  ,         r.  _         „ 

-zrdx=  à  =-1,570796.... 
0 

Soit  maintenant 

s  =  .r  4-  y  i 

une  variable  imaginaire.  Cette  variable  pourra  être  censée  repré- 
senter Yaffixe  d'un  point  mobile  A  situé  dans  un  certain  plan,  et, 
d'après  la  définition  que  j'ai  proposée  à  la  page  161  du  XXXIIe  Volume 

fies  Comptes  rendus  ('  ),  une  autre  variable  imaginaire 

u  =  v  h-  (v  i 

sera  fonction  de  s,  si  les  variables  réelles  p,  w  sont  jonctions  de  r 
et  j.  D'ailleurs,  rien  n'empêcliera  d'étendre  aux  fonctions  de  variables 
imaginaires  la  définition  donnée  pour  les  fonctions  continues  de 
variables  réelles,  et  dès  lors  une  fonction  u  de  la  variable  imaginaire  z 
sera  continue  par  rapport  à  cette  variable,  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'afïixe  s  correspondantes  aux  divers  points  d'une  aire  S  renfermée 
dans  l'intérieur  d'un  certain  contour,  si,  cette  fonction  admettanl 
pour  ebacun  de  ces  points  une  valeur  unique  et  finie,  un  accroisse- 
ment infiniment  petit  attribué  à  l'afïixe  z  produit  toujours,  dans  le 
voisinage  de  ebacun  d'eux,  un  accroissement  infiniment  petit  de  la 
fonction  elle-même.  Cela  posé,  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on 
établira  encore  très  facilement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si  les  différents  termes  de  la  série 

(l)  «0,       Uu       I/,,       ...,       ll,„       un+u       ... 

sont  des  fonctions  de  la  variable  imaginaire  z,  continues  par  rapport  à 
cette  variable  pour  les  diverses  valeurs  de  Vaffixe  z  correspondantes  aux 
divers  points  d'une  aire  S  renfermée  dans  un  certain  contour,  si  d'ail- 
leurs, pour  chacune  de  ces  valeurs,  la  somme 

un-+-  //..,4-,-t-. .  . -t-  «„■ 
1  '  1  C Entres  de  Cauchy,  S.  I,  T.  XI.  p.  3o2. 
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devient  toujours  infiniment  petite,  quand  on  attribue  des  valeurs  infini- 
ment grandes  aux  nombres  entiers  n  et  n'^>n,  la  série  (i)  sera  con- 
vergente, et  la  somme  s  de  la  série  sera,  entre  les  limites  données,  fonc- 
tion continue  de  la  variable  z. 

On  conclut  aisément  du  théorème  II  que  la' somme  de  la  série  (i) 
est  fonction  continue  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée  de  z, 
lorsque,  chaque  terme  étant  dans  ce  voisinage  fonction  continue 
de  z,  le  module  de  la  série,  correspondant  à  la  valeur  donné»1  de  -, 
est  inférieur  à  l'unité.  Dans  le  même  cas,  si  chaque  terme  offre  une 
dérivée  unique,  la  série  formée  avec  les  dérivées  des  divers  termes 
sera  encore  une  série  convergente  dont  la  somme  offrira  une  seule 
dérivée  équivalente  à  la  dérivée  de  la  somme  de  la  série  proposée. 

En  terminant,  nous  fixerons  le  sens  de  quelques  expressions  qui 
peuvent  être  utilement  employées  pour  simplifier  les  énoncés  de 
théorèmes  relatifs  à  la  continuité  des  fonctions  et  à  la  convergence 
des  séries. 

Une  fonction  de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  z  sera  dite  mono- 
drome,  si  elle  ne  cesse  d'être  continue  qu'en  devenant  infinie;  elle 
sera  dite  monogène,  si  elle  a  une  dérivée  monodrome.  Une  fonction 
peut  être  monodrome  ou  monogène,  seulement  pour  les  valeurs  de  z 
correspondantes  aux  points  intérieurs  d'une  certaine  aire  S  renfermée 
dans  un  contour  donné. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  une  fonction  monodrome  de  s 
variera  par  degrés  insensibles,  en  acquérant  à  chaque  instant  une 
valeur  unique,  si  le  point  mobile  correspondant  à  l'affixe  z  court  ça  et 
la  sans  sortir  de  l'aire  S,  ou  tourne  autour  des  points  singuliers  cor- 
respondants à  des  valeurs  infinies  de  la  fonction.  Cette  propriété  de 
certaines  fonctions  m'a  paru  assez  bien  exprimée  par  le  mot  mono- 
drome, que  j'ai,  pour  ce  motif,  substitué  au  mot  monotypique,  dont 
j'avais  fait  usage  dans  le  Mémoire  du  7  avril  i85i. 

Une  fonction  monodrome  sera  dite  synectique ,  si  elle  ne  cesse 
jamais  d'être  continue  pour  aucune  valeur  finie  de  z.  Une  fonction 
entière  de  z  est  synectique,  non  seulement  lorsqu'elle  comprend  un 
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nombre  fini  de  termes,  mais  encore  lorsque,  renfermant  un  nombre 
infini  de  termes,  elle  est  la  somme  d'une  série  toujours  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives,  entières  et  ascendantes 
de  s,  par  conséquent  la  somme  d'une  série  dont  le  module  s'évanouit. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  ez,  s'inz,  cosr,  .... 

Parmi  les  fonctions  monodromes  et  monogènes  de  z,  on  peut  citer 
les  fonctions  rationnelles  de  z,  de  ez,  de  sin;,  de  coss,  etc. 


519. 

Analyse  algébrique.    —    Mémoire  sur  l'évaluation   d'inconnues   déter- 
minées par  un  grand  nombre  d'équations  approximatives  du  premier 


degré. 


C.  ]{.,  T.  XXXVI,  p.  1114(27  juin  i853). 


Comme  l'a  remarqué  M.  Faye,  la  nouvelle  méthode  d'interpolation 
que  j'ai  donnée,  dans  un  Mémoire  lithographie  en  i835  ('),  peut  être 
utilement  appliquée  à  l'évaluation  d'inconnues  déterminées  par  un 
grand  nombre  d'équations  approximatives  du  premier  degré.  Entrons 
à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons  m  inconnues  représentées  par  les  lettres 

x,    y,    z,     ...,     u,    v,    w, 

et  supposons  que,  n  étant  un  très  grand  nombre,  on  donne  les  valeurs 
approchées 

/kj,      «2,       .  .  .  ,      A„ 

de  n  fonctions  linéaires  de  ces  inconnues,  par  exemple  des  fonctions 
représentées  par  les  polynômes 

ai  x  4-  bx  y  4-  Cj  z  4- . . .  -1-  A,  w, 

a%  x  4-  b% y  ■+■  c2 z  4-. .  .4-  h»  "'. 


anx  4-  bny-+-  cnz  4-. .  .4-  /'„"■ 
(i)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II.  T.  II. 
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Les  valeurs  exactes  de  ces  fonctions  seront  de  la  forme 

£,,  e2,  ...,  e„  désignant  des  quantités  dont  les  valeurs  numériques 
seront  très  petites;  et  l'on  aura  rigoureusement 

/  at  x  ■+■  bi  y  -+-  c1  z  +. . .  +  Aj  w  =  kx —  et, 

)  a2  a;  -j-  62  y  4-  c2  z  -+- . . .  +  A2  w  =  /. V —  s2, 
(i) 

'   <7„ .r  +  b„y  -+-  c„s  -+-... -4-  /<„ <r  =  À„  —  e„ . 

Soit  maintenant  x  celle  des  inconnues  ^'.j,  s,  . . . ,  <r  pour  laquelle 
les  valeurs  numériques  des  coefficients  offrent  la  plus  grande  somme. 
Désignons  cette  plus  grande  somme  par  Sa,-,  la  lettre  i  désignant  l'un 
quelconque  des  nombres  r,  2,3,  . . . ,  n;  et  soient 

S  b,-,     Se,-,     .  .  . ,     S/*, 

ce  que  devient  S«,  quand  on  y  remplace  les  coefficients 

au     a,,      .  .  .,     an 
par  les  coefficients 

bu  b.,,   ...,  bn,     ou     cj,  c,_,   ....  c„,     ...,    ou     A,,  A2,   ...,  A„. 
On  tirera  des  formules  (i) 

(  2  )  x  S  a, -h  y  S  bi  -+-  z  S  ct  -+- . .  .  -+-  iv  S  /j, ■  =  S  /.-,■  —  Ss,-. 

A  l'aide  de  cette  dernière  formule,  on  pourra  éliminer  x  des  équa- 
tions (i),  et,  en  posant,  pour  abréger, 

lis  a' 

(3)  a,=rz— -, 

j  Cl  i 


(4) 


i, —  a/  S  6,-  =  \bi,        C/ —  a,- S  c,- =  Ac,,         ...,        /</—  a, ;SA,=  A//,, 
/.,  —  a,-  S  A-, •=  A/, , ,         £,  —  a,-  S  e,-  =  As,, 
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on  obtiendra,  au  lieu  des  équations  (i),  les  suivantes  : 


(5) 


y  Ab,  -+-  z  Ac,  +  ...  -4-  <r  A/*,  =  Akt  —  Ae,, 
y  Ab2  -+-  s  Ac2  ■+- . . .  -+-  w  A//.,  =  AA2  —  Ae2, 

» 

/  A/>„  +  a  Ac„  -+-. . .  ■+•  w  Ah„  =  AÂ-„  —  Ae„. 


Soit  maintenant  y  celle  des  inconnues  y,  z-,  ...,  w  pour  laquelle, 
dans  les  premiers  membres  des  équations  (5),  la  somme  des  valeurs 
numériques  des  coefficients  est  la  plus  grande  possible.  Désignons 
par  S'A/>/  cette  plus  grande  somme,  et  par 

S'Ac,.,     ...,     S'A//,- 
ce  que  devient  celte  somme,  quand  on  y  remplace 

A/,„      Ab„       ...,       Abn 


par 


on  par         A/*,,     A//2,      .  .  .,     Ait,,. 


Ac,,     Ac,,     .'..,     Ac„,     .... 

On  tirera  des  équations  (5) 

(6)  yS'Abi  +  sS'Aci-h. . .-+-  wS'A/tj=  S'A*,—  S'As,. 

A  l'aide  de  cette  dernière  formule,  on  pourra  éliminer  y  des  équa- 
tions (5),  et,  en  posant,  pour  abréger, 


(7) 
(8) 
on  trouvera 

(9) 


S'AV 


Ac,  —  6,-S'Ac,- —  A2e,-, 
Akt—  ëfS'AA-,—  A*kt, 


A//,—  OiS'Ahi=  A2//,, 
As,-  —  ê,S'Ae,  =  A2e,-, 


z  A2Cj  -+-. . .  +  w  A'2/*!  =  A-A'!  —  A2£,, 
s  A2c2  +  .  .  . +  .r>  A2//2  =  A2 *,  —  A2s2, 


\   z  A2  c„  +  .  .  .  -+-  ,«•  A2  A„  =  A2  kn  -  A2 e„ . 
En  continuant  de  la  même  manière,  on  obtiendra  définitivement,  à 
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la  place  de  l'équation  (i),  un  système,  d'équations  de  la  forme 


(10) 


w  A'"-1  /?,  =  A'"-1  A-,  —  A'"-1  s, , 
w  A'"-1/?,  =  A'"-1  A-,  —  A'""1;,, 


puis,  en  désignant  par  S(OT_,,Am~,Ai-  la  somme  des  valeurs  numériques 
de  A"'-7>,,  A'"-7/, A'""'  hn,  et  par 

S""-" A"'"1/,-,     ou  par     S(m-" A'"~l£,, 

ce  que  devient  S(^-,) Am~l ht  quand  on  y  remplace  h\,  /z2,  ....  hn  par 

ku     k,,     .  .  .,     /.„         ou  par         £,,     s,,      e„, 

on  tirera  des  formules  (10) 

(it)  u'S""-|,A'"-1//,=  S""-"'A"!-,/./— S""-"A'"-|£/. 

Enfin,  en  éliminant  w  des  équations  (10)  à  l'aide  de  la  formule  (  i  i  ), 
et  posant,  pour  abréger, 

A"'-1/*,- 


('2)  Y], 

(.3) 


S<'"-"A'»-'V 
(  A"'A;=A"^,/,'/-rîiS('"-1)  A'"-1/.,, 


I  A'"£,-  =A'"-l£i  —  •n.-S("I-,»A"'-|£/, 
on  trouvera 

(i4)  o  =  A»Â1-A'»s„ 

par  conséquent, 

(id)  A"'£,-- A'"A,,         A'"£2=  A'"A,,         ...,         A'"<„=  A'"/.„. 

Ces  dernières  équations  déterminent  complètement  les  valeurs  de 
A"'e,,  A'"s,,  ...,  A'"e„,  c'est-à-dire  les  diverses  valeurs  de  A'"  s,-.  Si, 
pour  abréger,  on  pose 

(16)  9,=  ***,, 
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on  aura  généralement,  en  vertu  des  formules  (i5), 

(17)  A'"s,-=0,, 
Si,  d'ailleurs,  on  pose 

(18)  >.  =  Sc,-,        f*  =  S'Ae„        ...,        ç  =  S<"'-1»A"-1^, 
on  tirera  des  formules  (4),  (8),  . . . ,  (17) 

(79)  e,-=  aik  +  6f/jn-  ytv  +  ...+■  rj/S  +  ^- 

En  vertu  de  la  formule  (19),  la  valeur  de  ef  dépend  des  valeurs  des 
m  sommes  représentées  par  les  lettres 

X,    p.,     v,     ...,     Ç. 

L'hypothèse  la  plus  simple  que  l'on  puisse  faire  sur  les  valeurs  de  ces 
mêmes  sommes  est  de  les  supposer  nulles,  c'est-à-dire  de  prendre 

(20)  S£i-=o,         S'A£i-=o,         ...,         S<'«-1>A"<-<£,=:o. 

Alors  on  a  généralement 

(21)  et=Btt 

et  les  formules  (2),  (6),  . . . ,  (11)  donnent 


(22) 


.  /  xSai  -+-  ySbi     -h...-+-wShi  =Skh 

jS'A^-tV.-.  +  iT'S'A/^-  =  S'AÂ„ 

? 

n'S""-1'  A'"-1  A,-—  Sf'-^A'"-1/',-. 


Ces  dernières  équations  sont  celles  auxquelles  conduit  la  méthode 
d'interpolation  déjà  citée.  Elles  fournissent,  pour  les  inconnues  x,  y, 
s,  ...,  w,  des  valeurs  que  l'on  peut  aisément  calculer,  en  commen- 
çant par  w.  Ces  valeurs,  qui  ne  sont  qu'approchées,  jouissent  de  pro- 
priétés remarquables  indiquées  dans  le  Mémoire  sur  l'interpolation. 
Si  on  les  désigne  par  x,  y,  z,  ...,  w,  si,  d'ailleurs,  on  nomme  \,  y\, 
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'Ç,  . . . ,  w  les  erreurs  qu'elles  comportent,  on  aura  rigoureusement 

ixSa,--i-yS6,-     +  zSc;     +  .  . .+ wS/*,-  =SA-;-, 

y§>'Abi-hzS'bci  +  . . .+  wS'AAi  =  S'AA-,-, 

(  wS"»-"  A"'-1/il-=  S""-1»  A"-'/.-,- 

et 

(24)         x  =  x  —  \,         y  —  y  —  n,         z  =  z  —  Ç,  ...,         w  =  w  — co; 

et,  des  équations  (2),  (6),  . . . ,  (1 1),  jointes  aux  formules  (18),  (23), 
(24),  on  tirera 


(25; 


Cl)g(m-)^m-l_ç> 


11  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (3)  et  (4),  (7) 
et  (8),  etc.,  on  a  généralement 


(26) 


Sa,  =  i,         Së;=o,         S  y,-o,         ...,         S  0,-  —  o, 
S'ë;=  1,         S'y,-=:o,         ...,         S'0,=  o, 
S"y,-=i,         ...,         S'0,  =  o.. 


Cela  posé,  on  tirera  successivement  de  la  formule  ([9) 

Se,-        =X, 
S'fij        =  XS'  a,-t-  fi, 
(27)  <  S"e<        =XS"a,.+  !JiS"ê,-+v, 


\  S(m-"£i-=XS""-1)a(-+fjLS('"-»)êi  +  ...4-ç, 

et  l'on  pourra  des  formules  (27),  jointes  aux  équations  (25),  tirer 
d'abord  les  valeurs  des  coefficients 

1,      y.,      v,       ...,      ç, 
OEuvresdeC—  S.  I,  t.  XII.  6 
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puis  celles  des  erreurs 

L     f),     s,      •••,      w, 

de  manière  à  obtenir  ces  diverses  valeurs  exprimées  en  fonctions 
linéaires  des  sommes 

Se,,     S'e„     ....     S'—'e,, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  fonctions  linéaires  des  erreurs 

El >      £2,       •  •  •  >      £«• 

En  opérant  ainsi,  on  parviendra  à  des  équations  de  la  forme 

/  l  =5i  fiiH-Ça  «!  +  ... -H  &•«»! 

.     ON  ]    YJ  r=  Y),  £,+  -flj  £,+  ...+  •/)„£„, 

(28)  < 

J     > 

[    0)  =  «,£,+  Ci)2S2-t-.  .  .+  &)„£„, 

Çn  £2,  ...,  5»;  Y)lf  Y)lf  ....  tj»;  ...;  w,,  co2 a>a  étant  des  quantités 

dont  les  valeurs  seront  données  en  nombres;  et,  à  l'aide  de  ces  équa- 
tions, on  pourra  se  former  une  idée  du  degré  de  précision  avec  lequel 

chacune  des  inconnues 

x,    y,    s,     ...,    w 

est  déterminée  par  les  formules  (21),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  les  équations 

(29)  x  =  \,        y  =  y,        z  =  z,         ...,        «v  =  w. 

En  effet,  les  erreurs 

£,     y),     Ç,      ...,     « 

que  l'on  commettra  en  prenant  x,  y,  z,  . . . ,  \v  pour  valeurs  des  incon- 
nues x,  y,  z,  . . . ,  w  seront  équivalentes,  en  vertu  des  formules  (18), 
a  des  fonctions  linéaires  et  déterminées  des  erreurs 

£l ,       £2,        •  ■  •  ,       £jtj 

et   par  suite  les  limites  que  pourront  atteindre  les  valeurs  numé- 
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riques  de  £,  y],  '(,...,  w  dépendront  des  limites  que  pourront  atteindre 
les  valeurs  numériques  de  £,,  e2,  ...,  e„. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  quantités  kt,  k2,  ...,  kn 
soient  toutes  de  même  nature,  et  que,  dans  la  détermination  de  cha- 
cune d'elles,  l'erreur  à  craindre  soit  renfermée  entre  les  limites  —  e, 
-h  s.  Soient,  d'ailleurs, 

H  la  somme  des  valeurs  numériques  des  quantités  \K,  £2,  . . . ,  \n\ 
H  la  somme  des  valeurs  numériques  des  quantités  y],,  /],,  . . . ,  Y]„; 

? 

£2  la  somme  des  valeurs  numériques  des  quantités  o>,,  a>2,  . . . ,  co„. 

En  vertu  des  formules  (28),  lorsqu'on  prendra  x,  y,  z,  ...,  \v  pour 
valeurs  approchées  des  inconnues  x,  y,  z,  •  •  • ,  w,  les  valeurs  numé- 
riques des  erreurs  à  craindre  auront  pour  limites  les  produits 

Se,     Hs,     ...,     Q.t. 

Par  suite,  si,  au-dessous  des  inconnues 

x,    y,     .  .  .,     w, 

on  écrit  les  nombres  correspondants 

Z,     H,     ...     Q, 

alors,  à  un  plus  grand  nombre  correspondra  une  inconnue  pour 
laquelle  la  limite  des  erreurs  à  craindre  sera  plus  considérable.  Les 
grandeurs  respectives  des  nombres  inverses 


(3o) 


1 
Z'      H'      ""'     & 


fourniront  donc  une  idée  de  la  précision  avec  laquelle  les  inconnues 

x,    y,     ...,    w 

seront  déterminées  par  les  formules  (29). 

On  se  formera  une  idée  plus  exacte  encore  de  cette  précision,  si, 
au  lieu  de  supposer  les  valeurs  numériques  des  erreurs  £, ,  e2,  . . . ,  tn 
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inférieures  à  une  certaine  limite  £  qu'elles  ne  puissent  dépasser,  on 
considère  chacune  d'elles  comme  pouvant  atteindre  à  la  rigueur  une 
valeur  numérique  quelconque,  mais  avec  une  probabilité  qui  dé- 
croisse très  rapidement  quand  cette  valeur  numérique  vient  à  croître, 
et  si  l'on  prend  pour  S,  H,  . . . ,  H  des  nombres  proportionnels  à  ceux 
qui  exprimeraient  alors  la  probabilité  respective  de  l'abaissement  des 
valeurs  numériques  des  erreurs  ç,  r\,  ...,  co  au-dessous  d'une  limite 
commune  et  infiniment  petite.  C'est  ce  que  je  me  propose  d'expliquer 
plus  en  détail  dans  un  autre  article,  en  recherchant  comment  les 
nombres  H,  H,  ...,  Q,  dépendraient  alors  des  coefficients  £,,  £2,  ...,  l„; 
y],,  7]2,  . . .,  Y]„;  ...  ;  co,,  to2,  . . . ,  co„. 

Avant  de  terminer  cet  article,  nous  remarquerons  que  des  valeurs 
de  x,  y,  z,  ...,  w,  fournies  parla  nouvelle  méthode  d'interpolation, 
on  peut  aisément  déduire  celles  que  fournirait  la  méthode  connue  des 
moindres  carrés.  On  y  parviendra,  en  effet,  en  opérant  comme  il  suit. 

Désignons  par  Zz'j  la  somme  des  carrés  des  erreurs 

Pour  que  cette  somme  devienne  un  minimum,  comme  l'exige  la  mé- 
thode des  moindres  carrés,  il  suffira  d'attribuer  aux  quantités 

).,     ix,     v,      ...,     ç, 

comprises  dans  le  second  membre  de  la  formule  (19),  des  valeurs  qui 
vérifient  les  équations  linéaires 

|  Ia;(«,À  +  ëifx  4-  y,v  4-.  .  .  +  yj,-ç  4-  8,-)  =  0, 

)  -S,  (a,A +  6,[x4-y,-v +..  .  +  -o;-ç4-0,)  =0, 

i  7 

\  1t\i{ài'k  -h  6,-ft  +  y,-v  +.  .  .+  ViÇ  +  &t)  =0. 

D'ailleurs,  les  diverses  valeurs  de  G,-  étant  généralement  très  petites, 
on  pourra  en  dire  autant  des  valeurs  de  A,  pi,  v,  ... ,  ç,  et,  en  les  cal- 
culant, on  pourra  exprimer  chacune  d'elles  à  l'aide  d'un  très  petit 
nombre  de   chiffres  significatifs.   Cette   circonstance    permettra  de 
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résoudre  facilement  les  équations  (3i).  La  résolution  étant  effectuée, 
les  valeurs  des  inconnues  x,  y,  z,  .  .  .  ,  w  seront  fournies  par  les 
équations 

(24)      x  =  \  —  l,        y  =  y  —  n,         z  =  z  —  Ç,         ...,         w  =  w  —  u, 

les  corrections  ij,  Y],  £,  . .. ,  o)  étant  elles-mêmes  déterminées  par  le 
système  des  équations 

£Sa(-+  Y)  Se;     -+-  £Sc,        -4-.  .  .  4-  où  S  A,-  =  A, 

nS'Aôf-hÇS'Ac,-  +...  +  wS'A/i;  =f/, 

(32)  ÇS"A2c,  +  ...+  wS"A2/*,-  =v, 


\  ajS"n-1'Am-1/«,  =  ç. 

En  vertu  des  équations  (3i)  et  (32),  les  corrections  £,  Y],  £,  . . . ,  co 
offriront  des  valeurs  numériques  qui  seront  en  général  sensiblement 
inférieures  à  celles  des  quantités  ô, ,  Q2,  . . . ,  0„.  La  raison  en  est  que 
les  coefficients  de  À  dans  la  première  des  équations  (3i),  de  (x  dans 
la  seconde,  etc.,  de  ç  dans  la  dernière,  c'est-à-dire  les  sommes 

—  a<  »     —  °(  >      •  •  • ,     —  *)/  » 

se  composeront  de  termes  qui  seront  tous  positifs,  tandis  que  les 
autres  coefficients  et  les  sommes 

se  composeront  de  termes  qui  seront  en  général  les  uns  positifs,  les 
autres  négatifs.  Donc,  et  attendu  que  les  valeurs  numériques  des 

quantités 

9U     0j,     ...,     0„ 

seront  généralement  très  petites,  on  pourra  en  dire  autant  a  fortiori 
des  valeurs  numériques  des  quantités 

X,      fz,      v,      ...,      ç 

et  des  quantités 
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qui  se  déduiront  successivement  des  premières  à  l'aide  des  équa- 
tions (3i)  et  (32).  On  ne  devra  donc  pas  être  surpris  de  voir  les  résul- 
tats que  fournit  la  nouvelle  méthode  d'interpolation  coïncider  en 
général  à  très  peu  près  avec  ceux  auxquels  on  est  conduit  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés. 

Remarquons  encore  qu'on  pourrait  appliquer  aux  équations  (32)  la 
méthode  de  résolution  employée  pour  les  équations  (i).  Cette  applica- 
tion sera  d'autant  plus  facile,  que  les  valeurs  numériques  des  quan- 
tités 

0,,     02,     . . .,     0„ 

seront  plus  petites.  En  effet,  lorsque  ces  valeurs  numériques,  et  à 
plus  forte  raison  celles  de  X,  [/.,  v,  . . . ,  ç,  seront  très  rapprochées  de 
zéro,  on  pourra  ordinairement,  dans  le  calcul  de  ces  dernières,  s'ar- 
rêter après  la  détermination  d'un  petit  nombre  de  chiffres  décimaux, 
par  exemple  d'un  ou  de  deux  chiffres  significatifs. 


520. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  différentielles  et  les  variations 
employées  comme  clefs  algébriques. 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.  38  (i  i  juillet  i853). 

Comme  j'en  ai  fait  ailleurs  la  remarque,  il  est  souvent  utile,  dans  le 
Calcul  différentiel,  d'attribuer  aux  différentielles  des  variables  indé- 
pendantes des  valeurs  finies  et  déterminées.  La  même  remarque, 
dans  le  Calcul  des  variations,  peut  être  appliquée  aux  variations  de 
constantes  arbitraires  supposées  indépendantes  les  unes  des  autres. 
J'ajouterai  que  ces  différentielles  et  ces  variations  peuvent  être  aussi 
employées  utilement  comme  clefs  algébriques.  C'est  ce  que  je  me  pro- 
pose ici  de  faire  voir. 
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§  I.  —  Différentielles  employées  comme  clefs  algébriques. 

Considérons  n  variables  x,  y,  z,  ...  liées  à  n  autres  variables  x,  y, 
z,  ...  par  n  équations  distinctes.  En  vertu  de  ces  équations,  les 
variables  x,  y,  z,  . . .  seront  fonctions  des  variables  x,  y,  z,  .  .  .  ,  et 
réciproquement.  Cela  posé,  on  aura,  en  considérant  x,  y,  z,  ... 
comme  fonctions  de  x,  y,  z,  . . . , 

dx  =  Dxx  dx  +  B7x  dy  +  T)zx  dz  +  . .  . , 
(i)  {  d/=:D)C<ydx  +  Dy/dy-+-Dz/dz+..., 


et,  en  considérant  x,  y,  z,  . . .  comme  fonctions  de  x,  y,  z,  . . . , 

[  dx  ^D^xd.r-f-  Drxdy  -+-  D3xd~  +  . . ., 

(  2  )  ',  dy  —  Dxy  dx  -+-  Dyy  dy  +  D.z  d~  + . . . , 

i   


Concevons  maintenant  que  l'on  combine  entre  elles,  par  voie  de  mul- 
tiplication, les  différentielles  dx,  dy,  dz,  ...,  déterminées  par  les 
formules  (i),  en  considérant  les  différentielles 

dx,     dy,     dz,     . . . 
comme  des  clefs  algébriques  assujetties  aux  transmutations  de  la  forme 

(3)  dydx^rl— dxdy. 
Posons  d'ailleurs 

(4)  dxdydz. . .  ^i, 

et  désignons,  à  l'aide  de  la  notation  |  dxdydz  ...  |,  ce  que  devient,  eu 
égard  aux  transmutations  (3)  et  (4),  le  produit  d.rdjd.3  ...  des  dif- 
férentielles des  variables  x,  y,  z, La  formule  (3)  et  les  formules 

semblables  entraîneront  avec  elles  les  transmutations  de  la  forme 

(  5  )  d y  dx  m  —  dx  dy, 
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et,  eu  égard  aux  formules  (3),  (4),  (5),  on  tirera  :  i°  des  équa- 
tions (i) 

(6)  |  dxdydz...  |  =  S(±  Dx.rDy/D^.  . .); 
2°  des  équations  (2) 

(7)  i  =  |cLrd>ds...  |S(±D^xDyyD=z...)- 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  substitue  pour  |  dxdydz  . . .  |  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (6),  on  obtiendra  la  suivante 

(8)  S(±Dx^DyjD^...)S(±DxxDyyD:z...)  =  i, 

à  laquelle  satisfont,  comme  l'on  sait,  les  dérivées  que  l'on  forme, 
quand  on  différence  d'une  part  x,  y,  z,  ...  considérées  comme  fonc- 
tions de  x,  y,  z,  . . . ,  d'autre  part  x,  y,  z,  . . .  considérées  comme  fonc- 
tions de  x,  y,  z, 

Concevons  à  présent  qu'au-dessous  des  n  variables 

x,  y,  s,  ... 
on  écrive  n  autres  variables 

u,     c,     w,      

En  nommant  h,  k  deux  fonctions  quelconques  des  in  variables 

x,     y,     z,      ...,         u       v,     ii',      ..., 

on  aura 

(  dh  =  X)xh  dx  4-  Dyh  dy  ■+- .  . .  +  Bnh  du  -+-  Dvh  de  -+- .  .  . , 

(9) 

(  dk  =  D,xkdx  -+-  Dykdy  ■+-.  .  .  +  D„A-  du  -+-  Dvk  di>  -\- .  .  .. 

Cela  posé,  désignons  à  l'aide  de  la  notation  |dAdZ:|  ce  que  devient  le 
produit  dA  dk  quand  on  assujettit  les  différentielles  des  deux  systèmes 
de  variables 

xt      y  y       %>         •  •  •  j 

U,       V,       W,        .  .  . 


aux  transmutations  de  la  forme 

(10) 


dxdu^.i,         dydvîzii,        dzdw^ii, 
dudx^i — 1,     dvdy^. —  1,     dvcdz^. —  1, 
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en  remplaçant  par  zéro,  dans  le  développement  de  dhdk,  ceux  des 
produits  binaires  des  différentielles 

dx,     dy,     dz,     ...,         du,     dv,     dw,      ..., 
qui  ne  sont  pas  compris  dans  la  formule  (10).  On  trouvera 
(ii)  \dkdh\  =  (h,  k), 

la  valeur  de  (h,  k)  étant 
(12)  (  h,  k)  —  Vxhï)u  k  -  D„  h  Dxk  +  DyhJ)vk  —  DJi  Dr  k  -+- . . . . 

Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  formule  (12)  on  aura  généralement 

(■3)  {k,h)=-(h,k) 

et 

(14)  (h,h)  =  o. 

Supposons  maintenant  les  m  variables 

x,    y,    z,     . ..,        u,    v,    w,     . . . 

liées  à  in  autres  variables 

a,     b,     c,      ... 

par  des  équations  de  nature  telle,  qu'on  puisse  en  tirer  les  valeurs 
de  x,  y,  z,  . . .  exprimées  en  fonctions  de  a,  b,  c,  . . . ,  et,  réciproque- 
ment, les  valeurs  de  a,  b,  c,  . . .  exprimées  en  fonctions  de  x,  y,  s, 

On  aura,  non  seulement 

(i5)  d«  =  Dx  a  dx  +  J)y  a  d/  -+- . .  .  +  D„  a  du  -+-  D„  a  dv  -+- .  .  . , 

mais  encore 

1  dx  =  Da  x  da  -+-  D/,  x  db  h-  Dc  x  de  -+-... , 
(16) 

(  du  —  I)„  u  da  -+-  Db  u  db  +  Dcu  clc+.... 

Cela  posé,  si  l'on  considère  les  différentielles  da?,  dy,  . . . ,  du,  dr,  . . . 
comme  des  clefs  algébriques  assujetties  aux  transmutations  ci-dessus 

OEuvres  de  C.  —  S.  T,  t.  XII.  7 
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énoncées,  on  tirera  de  l'équation  (i  5) 

|  da  dx  |  =  —  D„  a,         |  ùa  du  |  =  Dx  a, 

et  des  équations  (16),  jointes  à  la  formule  (i  i), 

\dadx\  —  (a,  a)  Da  x  -+-  (a,  b)  Dh  x  ■+■  (  a,  c)  Dc  x  -4- . . . , 
j  da  du  |  -—  (a,  a)  I)„  u  -h  (a,  b)  D/,  «  4-  (a,  c)  Dc  u  -+-... . 

On  aura  donc,  par  suite, 

|  Dxa=      (a,  a)Dau  -+-  (a,  6)Dé  u  -+■  (a,  c)Dcu  -+-. . ., 
(   D„  <7  =:  —  (a,  a)  Da  .r  —  (a,  b)D/,  x  —  (a,  c)Dex  —  .... 

Ajoutons  que  les  équations  (17)  continueront  évidemment  de  sub- 
sister, si  l'on  y  remplace  les  variables  x  et  u  soit  par  y  et  v,  soit  par 
z  et  w ,  ...,  ou  bien  encore,  si  l'on  remplace  la  quantité  a  par  l'une 

dc<.  <]iiantités  b,  c, 

Concevons,  à  présent,  que,  x,  y,  z,  ...,  u,  v,  w,  ...  étant  consi- 
dérées comme  fonctions  de  a,  b,  c,  ... ,  on  réduise  à  l'unité  la  diffé- 
rentielle de  a,  et  à  zéro  celles  de  b,  c,  . . . ,  en  sorte  qu'on  ait 

d«  =  i,         db  —  o,         de  =  o,  ...; 

les  équations  (iG)  et  les  formules  analogues  donneront 

d.r  =  D„  / ,         dy  —  Bay,         ..., 
du  =  Da  it,         dc  =.  I)„  v,  .... 

Par  suite,  la  formule  (i5)  et  les  formules  semblables  qui  fourniront 
les  valeurs  de  db,  de,  .. .  donneront 

\)  t.  a  D„  x  +  ])y  a  D„  y  -+- . . .  -+-  D„  a  l)a  u  -h  D,,  aDjC+...=  i, 
l>,  h\)„  x  -+-  \)r  bDay  -+-. . .+  Du  bl)a  u  -t-  DM  uDa  v  +. . .  =  o, 

D.t.  c  D„  .r  4-l)rcD„/+...+  DH  cDa«  +  D,cDac+...  =  o, 

Or,  si  dans  les  équations  (18)  on  substitue  pour 

\)j:a,     Dya,     ...,     \)xb,     X)yb,     ..., 
D„a,     D„a,     ...,     \)nb.     \)vb 
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leurs  valeurs  tirées  des  formules  (17)  et  des  formules  analogues,  on 

trouvera 

j  (a,  a)  [a,  a]  -+-  (a,  b)  [a,  b]  -h  (a,  c)[a,  c]  -4-. .  .=  1, 
J  (a,  a)  [b,  a]  ■+-  {a,  b)  [b,  b]  +  (a,  c)  [b,c]  +...  =  0, 
i  (a,  a)  [c,  a]  -+-  (a,  6)  [c,  6]  -h  (a,  c)  [c,  c]  +.  . .  —  o, 

les  valeurs  des  quantités 

[a,a\,     [a,b],     [a,  c],      ...,     [b,a],     [b,  b],     [b,c],      ... 
étant  données  par  des  équations  de  la  forme 

(20)  [  h,  A  j  =  1)/,  x  DA  a  —  \)h  u  D*  x  +  \)hy  Dk  v  —  DA  cD*  y  -+-..., 
de  sorte  qu'on  aura  généralement 

(21)  [*,  A]  =-[*,*] 
et 

(  22  )  [h,  //]  =0. 

Si  les  formules  (19),  respectivement  multipliées  par  des  facteurs 
indéterminés  a,  6,  y,  . . . ,  sont  ensuite  combinées  ensemble  par  voie 
d'addition,  alors  en  posant,  pour  abréger, 

/  ).  —  [a,  a] a  4-  [b,  a] 6  -+-  [c,  a]  y  -+- . . . , 
(23.)  fz  =  [a,6]a  +  [è,6]ë  +  [c,6]y  +  ..., 

'   v  =  [«,  c]a  -t-  [6,  c]ê  -h  [c,  c]y  H- .  .  . , 

on  obtiendra  l'équation  unique 

(  »4)  {a,  a) \  -+-  (a,  6) fi  -f-  (a,  c)  v  -h. . .  =  a, 

qui  équivaut  seule  au  système  des  formules  (19).  D'ailleurs  il  est 
clair  que  l'équation  (24)  devra  continuer  de  subsister,  si  l'on  v 
remplace  a  et  a  par  b  et  6,  ou  par  c  et  y,  etc.  On  aura  donc  gêné- 
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raie  m  ont 

I( a,  a)  1  ■+■  ( a,  b)  il  -+-  ( a,  c)  v  + . . .  —  a, 
(6,a)À  +  (6,i)fi  +  (élc)v+...  =  6, 
(  c,  a  )  A  +  (  c,  6  )  ix  -+-  (  c,  c  )  v  + .  .  .  —  y , 


Les  formules  (25)  permettent  de  déterminer  les  quantités 

{a,  b),     (a,c)}     ...,     (6,  c),      ... 
en  fonctions  des  quantités 

[a,  b],     [a,c],     ...,     [b,c],     

Pour  arriver  à  cette  détermination,  il  suffît  de  considérer  les  fac- 
teurs a,  %,  y,  ...  comme  des  clefs  assujetties  aux  transmutations 
de  la  forme 

(26)  [ê,a]--[«,ê]; 
alors,  en  posant,  pour  plus  de  commodité, 

(27)  «gy...^— 1, 

et  en  désignant,  à  l'aide  de  la  notation  |Àjj.v...|,  ce  que  devient  le 
produit  A[i.v...  quand  on  a  égard  aux  transmutations  (26)  et  (27), 
on  tirera  de  la  formule  (2/4) 

(,8)  («,»)  =  j*ï^j. 

et  des  formules  (23) 

(29)  |Vv...|  =  S|±[a,a][M][c,c]...|, 

la  somme  alternée 

S\±[a,a][b,b][c,c]...[ 

étant  composée  de  termes,  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs,  repré- 
sentés par  le  produit  partiel 

I  a,  a][b,  b]  [c,c]  . . ., 


EXTRAIT   N°  520. 


53 


et  par  ceux  que  l'on  peut  en  déduire  à  l'aide  d'échanges  opérés  entre 
les  lettres  a,  b,  c,  . . .  qui  occupent  la  première  place  dans  les  expres- 
sions 

[a, a],     [b,b],     [c,c],     

D'ailleurs,  on  tirera  des  formules  (25) 

(3o)  |friv..|S[±(a,a)(ôfô)(c,c)...]  =  i 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3i)        S\±[a,a][b,b][c,c]...\  S[±  (a,a)(b,  b)(c,  c).  ..]  =  i; 

et,  comme  la  somme  alternée 

S[±(a,a)(b,b)(c,c)...] 

conservera  généralement  une  valeur  finie,  on  conclura,  de  la  for- 
mule (29),  que  la  quantité  j  Xptv  -  -  -  j  ne  se  réduit  pas  à  zéro.  Cela 
posé,  les  valeurs  des  expressions 

(a,  b),     (a,c),      ...,     (b,c),      ..., 

représentées,  en  vertu  de  la  formule  (28)  et  des  formules  analogues, 
par  des  fractions  dont  |À[xv...|  sera  le  commun  dénominateur,  ne 
deviendront  ni  infinies,  ni  indéterminées.  Ajoutons  qu'en  vertu  des 
équations  (i3)  et  (i4)*  jointes  aux  formules 


(32) 


{a, a)  = 
(b,a)  = 


ap.v. 


Xp.v . 

OfJLV. 


(c,  a) 


|  ).fJLV. 

_  I  yp-v- 


/.fJLV. 


(«,&)  = 

(b,b)= 

(c,b)  = 


Àav. 


Xjjlv  . 

Xêv. 


i  ¥v  • 

I  ^7V- 


X/JLV. 


(a,  c)  = 

{b,C)  = 

(C,  C)  =  ] 


1(J.X 


À,u5 


)./JLV 


on  aura 


(33) 


ajjLv . . .  |  =  o,  l 'l.o-j . .  .  |  =z  o,  j  Xjx-y . 


o, 
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el  de  plus 

i    |  S^lv  .  .  .  |  =  —  |  Itxv .  .  .  | ,  |  y [xv ...  |  =  —  |  >ifxa .  .  .  | , 

(34)  (Xyv —  |= —  |X|a6 —  1, 


Les  équations  (19)  sont  précisément  celles  que  j'ai  données  dans 

le  Mémoire  lithographie  en  i832  ('),  comme  propres  à  déterminer  les 

quantités 

(a,  b),     {a,c),     ...,     {b,c),     ... 

en  fonctions  des  quantités 

[a,6],     [a,c],     ...,     [b,c\,     

Pour  qu'il  ne  restât  aucun  doute  à  cet  égard,  il  convenait,  comme  l'a 
remarqué  M.  Liouville,  de  prouver  que  les  valeurs  de 

(a,b),     (a,c),      ..., 

o 


déduites  des  équations  (19),  ne  sont  ni  infinies,  ni  de  la  forme 
Or  c'est  là  ce  que  prouve,  en  effet,  la  formule  (3o)  ou  (3i). 


o 


521. 

Analyse  mathématique.  —  Suite  du  Mémoire  sur  les  différentielles 
el  les  variations  employées  comme  clefs  algébriques. 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.   >;  (18  juillet  i853). 

§  II.  —    Variations  employées  comme  clefs  algébriques. 

Soient  données  entre  la  variable  /,  n  fonctions  de  /  désignées  par 
x,  y,  z,  . . . ,  et  n  autres  fonctions  de  /  désignées  par  u,  v,  w,  . . . ,  des 
équations  différentielles,  en  nombre  égal  à  -au,  et  de  la  forme 

j   Dta:-       DUQ,        Dcy  =        D„  Q,         Dts  D„Q, 

\ntu       -I)XÇ,        D,>         -VyQ,        l>,«       -D-Q, 
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Q  représentant  une  fonction  de  x,  y,  z,  . . . ,  u,  v,  w,  . . . ,  /.  Les  inté- 
grales de  ces  équations  fourniront  les  valeurs  des  inconnues  x,  y, 
z,  ...,  u,  v,  w,  . ..,  exprimées  en  fonction  de  t  et  de  in  constantes 
arbitraires  a,  b,  c,  ....  Concevons  maintenant  que  l'on  fasse  varier 
ces  constantes  arbitraires,  et  désignons,  à  l'aide  des  lettres  caracté- 
ristiques o,  J[,  des  variations  prises  dans  deux  systèmes  différents. 
On  aura,  en  nommant  s  une  fonction  quelconque  de  a,  b,  c,  . . . ,  /, 

os  —  [)a  s  da  +  D/,  s  db  -+-  Dc  s  de  +.."., 
J\s  =  D«  s  J[a  ■+-  D/,  s  d\b  -+-  Bc  s  d\c  -+- . . . , 

et  l'on  pourra,  dans  ces  équations,  attribuer  aux  variations 

da,     db,     de,      ...,         j[a,     J\b,     <f\c,      ... 

des  valeurs  finies  quelconques.  Ajoutons  que,  si  s  est  fonction  non 
plus  de  a,  b,  c,  . . . ,  t,  mais  de  x,  y,  z,  . . . ,  u,  c,  w,  . . . ,  /,  on  aura 


(a) 


$s  =  Dxsdx  -+-  Dy  *  ày  -+- . . .  -t-  D„  s  du  +  D„  s  ôV  -+- .  .  . . 
j[s  —  \)x  s  J[x  +  ])v  s  J\y  -t- . . .  -i-  D„  s  J\u  -t-  1)^  s  j\y  -+- . .  . . 


On  trouvera,  par  exemple,  en  posant  s  —  Q,  et  eu  égard  aux  équa- 
tions (i), 

(   dQ  —  I),  x  du  —  D(  u  àx  -4-  Mty  dv  —  D(  v  ày  -(-..., 

(3)  j 

(  J[Q  —  D^-z^m  —  Diii  j\x  +  Uty  j[v—  DtvJiy  -+- 

Cela  posé,  l'équation  identique 

(4)  djiQ-sidQ  =  o, 
jointe  aux  équations  de  même  forme,  donnera 

(5)  D,(ô,  J[)  =  o, 
la  valeur  de  (o,  J[)  étant 

(6)  [d ,</[)  =  dx  j[u  —  du  j[x  +  dy  J\ç  —  oV  J\y  -4- .  .  ., 
puis  on  en  conclura 

(;  )  (o,  d\]  =  const. 
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Donc  la  valeur  de  l'expression  (§,«/[)  sera  indépendante  de  /,  et  se 
réduira  simplement  à  une  fonction  des  constantes  arbitraires  a.  b, 
c,  .  .  . ,  t  et  de  leurs  variations.  Ajoutons  qu'en  vertu  de  l'équa- 
tion (6)  on  aura  évidemment 

(8)  (4,  «)=- (M) 
et 

(9)  [S,è)  =  o. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  réduit  à  zéro  les  variations  des  con- 
stantes arbitraires,  en  exceptant  seulement  oa,  J\b,  et  en   posant 

d'ailleurs 

âa  —  i,         j[b  =  i, 

alors,  s  étant  une  fonction  de  a,  b,  c,  . . . ,  t,  on  aura 

(io)  <5s  =  Da  s,         ^s  =  DAs, 

par  conséquent 

[à,j[\  —  [a,  b], 

la  valeur  de  \a,  b]  étant 

(ii)         [a,  b]  =  DaxT)bu  —  DauDbx  -\-DayDbv  —  BavDby -h. . .; 

et  l'équation  (9),  réduite  à  la  forme 

(12  )  [a,  b]  =  const., 

sera  précisément  celle  que  j'ai  donnée  dans  le  Mémoire  lithographie 
du  16  octobre  i83i  ('),  en  la  tirant  d'une  analyse  à  laquelle  se  réduisent 
les  calculs  précédents,  lorsqu'on  a  égard  aux  formules  (10),  et  que 
l'on  remplace,  en  conséquence,  les  caractéristiques  0,  J[  par  les 
caractéristiques  Da  et  D^.  D'ailleurs,  on  a  généralement 

(l3)  {0,  Jl)  =  [a,  b](oaJib  —  dbJla) -+-..., 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  variations  des  con- 
stantes. Donc  l'équation  (6),  obtenue  plus  récemment  par  les  géo- 
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mètres,  pour  le  cas  où  l'on  suppose  les  variations  de  a,  b,  c,  ... 
indépendantes  de  /,  peut  se  déduire  de  la  formule  (n),  comme  la 
formule  (n)  peut  être  tirée  de  l'équation  (G).  Il  y  a  plus  :  on  peut 
faire  coïncider  la  formule  (n)  avec  l'équation  (6)  de  la  manière  sui- 
vante. 

Pour  que  les  constantes  a,  b,  c,  ...  soient  arbitraires,  il  suffit  qu'on 
les  suppose  représentées  par  des  fonctions  arbitrairement  choisies 
d'une  autre  constante  arbitraire  h  ou  k.  Alors,  en  nommant  s  une 
fonction  de  a,  b,  c,  ...,  t,  et  en  indiquant,  à  l'aide  de  la  caractéris- 
tique o  ou  J\ ,  des  variations  relatives  à  la  première  ou  à  la  seconde 
hypothèse,  on  aura,  si  l'on  considère  a,  b,  c,  ...  comme  fonctions 
de  h, 

os  —  1)/,  s  oh, 

et,  si  l'on  considère  a,  b,  c,  ...  comme  fonctions  de  k, 

j\s  =  D*  s  J[k. 
Par  suite,  en  posant 

on  aura  simplement 

l)/(  s  =  os,         Dk  s  =  j\s, 

et  l'on  en  conclura 

(i'4)  ifi,k]  =  {S,Ji). 

D'ailleurs,  il  suffira  de  substituer,  dans  la  formule  (i  i),  aux  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  b  les  deux  constantes  arbitraires  h  et  k,  pour 
obtenir  l'équation 

(i5)  [h,  k~\  =  const., 

dans  laquelle  on  aura 

(,6)  [h,  k]  =  1)hx  DA«  -  \)hu  Dkx  +  D/,v  Dkv  —  Dhv  Hky  +. . .  ; 

et,  eu  égard  à  la  formule  (i4)>  l'équation  (i5)  coïncidera  évidemment 
avec  la  formule  (7). 

Observons  a  présent  que,  en  vertu  des  équations  finies  qui  repré- 
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senleront  les  intégrales  générales  dos  équations  (i),  on  pourra  consi- 
dérer, non  seulement  les  inconnues  x,  y,  z,  . ..,  u,  v,  w,  ...  comme 
fonctions  de  /  et  des  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  ...,  mais  aussi 
a,  b,  c,  . . .  comme  fonctions  de  x,  y,  z,  . . . ,  u,  ç,  w,  ...,/.  Cela  posé, 

si,  en  nommant  A,  k  deux  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z //,  c. 

w,  ...,/,  on  pose 

(17)  1  //,  k)  =  Dxh  Da k  -  D,,/'  \)*k  H-  Drh  Dvk  -  D„/i  Dyk  + . . . , 

on  prouvera,  comme  dans  le  §  ï,  que  les  quantités  (a,  b),  (a,  c), 
(  !>.  c),  ...  peuvent  être  exprimées  par  des  fondions  rationnelles  des 
quantités  [a,  b\,  \a,  c],  . . . ,  [b,  c],  ....  Donc,  si  l'on  prend  pour  h,  k 
deux  quelconques  des  quantités  a,  b,  c,  ...,  la  formule  (1 5),  qui  sub- 
sistera toujours  dans  cette  hypothèse,  entraînera  la  suivante  : 

(18)  (h,  À-)  =  const. 

Au  reste,  sans  recourir  aux  calculs  effectués  dans  le  §  I,  on  pourra 
sans  peine  établir  la  formule  (1),  en  considérant  d'abord  le  cas  où  les 
constantes  arbitraires  a,  b,  c,  ...  se  réduisent  aux  valeurs  particu- 
lières qu'acquièrent  les  inconnues  x,  y,  z,  ...,u,  v,  w,  ...,  pour  une 
valeur  donnée,  par  exemple  pour  une  valeur  nulle  de  la  variable  /. 
En  effet,  soient  x,  y,  z,  . . . ,  u,  v,  w,  . . .  ces  valeurs  particulières,  en 
sorte  qu'on  ait,  pour  /  =  o, 

(-9) 

On  aura,  en  vertu  des  équations  (i5)  et  (itî), 

(20)         [A,  A]       !)/,\I)/,u  -  D/,ii  I)/,\  +  DAy  l)/,v  -  DAv  D*y  +  ...  . 

D'ailleurs,  si  l'on  prend  [tour  h  et  /•  deux  quelconques  des  quan- 
tités x,  y,  z u,   v,  w,   ...,   les  termes  de  la  suite   D/,  \,   D/,  v, 

!)/,/. D/,  u,  D/,  v,  D/,\v,  ...,  et  ceux  de  la  suite  DAx,  D/,v,  D/,/. 

D/,11,  DAv,  D/,w,  ...  s'évanouiront  tous,  à  l'exception  des  termes  1);,//. 


X         X, 

7  =  y, 

S    —Z, 

II  =  u, 

v  =  v, 

w  =  w, 
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DA£,  qui  se  réduiront  l'un  et  l'autre  à  l'unité.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  la  formule  (20)  donnera 

(2.)  [h,k]  =  0, 

à  moins  que  h  et  £  ne  se  réduisent  à  deux  termes  correspondants  dc> 

deux  suites 

x,     y,    z,      ..., 

n,     v,     \v,      .  .  ., 

et  que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  aura 

(22)  [h,k]=-—[k,h-\=i, 

si  h  représente  un  terme  de  la  suite  x,  y,  z,  . . .  ,  et  k  le  terme  corres- 
pondant de  la  suite  u,  v,  \v On  trouvera  effectivement 


(23) 


[x,  u]  =  i,  [y,v]  =  i,  [z,  w]  —  1, 

[ u,  x]  ---  —  1 ,         [  v,  y  ]  =    -  1 ,         [  w,  z  ]  =    -  1 


et  les  autres  expressions  de  la  l'orme  [A,/-],  non  comprises  dans  les 
formules  (23),  mais  relatives  au  cas  où  h,  k  représentent  deux  des 
quantités  x,  y,  z,  . . . ,  u,  v,  w,  . . . ,  se  réduiront  à  sêro. 

D'autre  part,  si,  en  désignant  par  s  l'une  quelconque  des  incon- 
nues x,  y,  :■,  ...,  //,  <\  w,  ...,  et  par  /  l'une  quelconque  des  con- 
stantes arbitraires  x,  y,  z,  . . . ,  u,  v,  w,  . . . ,  on  pose  os  =  D/.v,  la  for- 
mule (G)  donnera 

(  24)  (0,  J[)  —  ojc  D/  u  —  du  l)/  ./•  -1-  §y  1)/  r  —  àv  D/ y  ■+- .  . .  ; 

et,  comme,  en  vertu  de  l'équation  (7),  la  valeur  précédente  de  |  0,  J\) 
ne  sera  point  altérée  si  l'on  y  pose  /  =  o,  on  aura  nécessairement 


(25) 


o.c  1)/  u  —  du  D/  x  --'-  §y  i)/  v       or  !),_)■ 
àx  D/  u  —  ou  1);  x  -h-  ày  J),  v  —  ôv  \),y 


Soient  maintenant  h  un  terme  quelconque  de  la  suite  x,  v,  z et 

k  le  terme  correspondant  de  la  suite  u,  v,  w,  ....  On  tirera  de  la  for- 
mule (20),  en  posant  1=  h, 

(26)  0/    1)/,  »  —  ÔM  ]),,  X  +  '])'  i>/,  C  —  ÔC  1)/,  J'  -J-.  .  .  =  —  o/., 
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et,  en  posant  /  =  k, 

( 27 )  Sx  1)/,  u  —  Su  D/,  x  +  Sy  D*  v  —  Sv  D/, y  -+-  .  .  .  =  Sh. 

Si  dans  les  formules  (27)  et  (26)  on  substitue  à  oh,  ok  leurs  valeurs 
données  par  deux  équations  de  la  forme 

( 28)  SI  =  Bx  l  Sx  +  Dy  l Sy  +  . . .  +  D„  /  Su  +  D, ISv  -+-... , 
on  trouvera 


(29) 
cl 

(3o) 


[        Da;  /?  o.r  -+-  Dy  h  Sy  -+- . .  .  -+-  J)„  //  Su  ■+-  Dv  h  80  H- . 
(   =  D*  u  Sx  +  ])/,  r  <3r  + .  .  .  —  Dx  x  Su  —  D* y  Sv  —  . 

Dx  k  Sx  4-  I)r  /10/  +  ...  +  D„  k  Su  -+-  J)v  k  Sv  -+- 
=  —  D/,  u  Sx  -+-  D/j  v  Sy  -+- .  .  .  +  1)/,  x  Su  -+-  D/,  y  Si'  -h . 


Ces  deux  dernières  formules  devant  subsister,  quelles  que  soient  les 
variations  &r,  Sy,  Sz,  . . . ,  ow,  Sp,  Sw,  . . . ,  on  en  conclura 


(3.) 
et 

(32) 


D„  A  =  —  Bkx, 

\)x  A ■  —  —  D/,  », 
D„A=      D,,  x, 


DyA  = 

D/,  v, 

Dc/i  = 

D/  "\ 

D,/i  = 

-  D/,7, 

D„,/*=- 

-  DA.  s, 

Dy*  = 

-D„r, 

D,  X  =  - 

-  I)/(  1»', 

D,A-  = 

DaJ, 

D„k  = 

DA*, 

En  vertu  des  formules  (3i)  et  (32),  on  aura  évidemment 

(33)  (h,k)  =  [h,k-\, 

par  conséquent,  en  ayant  égard  à  l'équation  (22), 

(34)  (h,k)=-(k,h)  =  i. 

Ajoutons  que,  si  l'on  nomme  h,  A' deux  termes  distincts  de  la  suite  x, 
y,  z,  ...,  et  k,  k'  les  deux  termes  correspondants  de  la  suite  u.  v, 
w,  . . . ,  on  aura  encore,  en  vertu  des  formules  (3i)  et  (32), 

( h,  /,')  =  [ k,  k' ]  =  o,         ( k,  k' )  =  [A,  h']  =  o, 
(h,  k')  =  [k,  h']  =  o,         (k,  h')  =  [h,  k']  =  o. 
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Donc,  en  définitive,  si  l'on  nomme  h  et  k  deux  termes  de  la  suite  x,  y, 
z,  . . . ,  u,  v,  vv,  . . .  qui  ne  se  réduisent  pas  à  deux  termes  correspon- 
dants des  deux  suites  x,  y,  z,  ...  ;  u,  v,  w,  . . . ,  on  aura  toujours 

(35)  (h,k)  =  o. 

Il  en  résulte  aussi  que  la  formule  (33)  subsiste  toujours,  quand  on 
prend  pour  h  et  /•  deux  termes  quelconques  de  la  suite  x,  y,  z,  ..., 
u,  v,  w Donc  alors  la  formule  (i5)  entraîne  avec  elle  la  for- 
mule (18). 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  h,  k  représentent  deux 
constantes  arbitraires  quelconques,  introduites  par  l'intégration  des 
équations  (i).  Ces  deux  constantes  arbitraires  ne  pourront  être  que 
des  fonctions  de  x,  y,  z,  ...,  u,  v,  w,  ...,  et,  si  l'on  attribue  à  ces 

dernières  quantités  les  variations  ox,  oy,  oz,  ...,  ou,  Sv,  ow, les 

variations  correspondantes  de  h  et  k  seront  données  par  les  formules 

(  Sh  =  Dx  h  9x.  4-  D,  h  dy  -+- . . .  4-  Du  h  du  4-  D„  h  ov  +  ..., 

(36) 

/  9k  =  DXA-  9x  4-  Dy*  dy  4- .  .  .  4-  Du  k  ou  4-  Dv  k  ov  4- .  .  . . 

D'autre  part,  en  vertu  des  intégrales  générales  des  équations  (i),  on 
pourra  considérer  non  seulement  x,  y,  z,  ...,  u,  v,  w,  ...,  comme 
fonctions  de  x,  y,  z,  . . . ,  u,  v,  w,  ...,/,  mais  aussi  x,  y,  z,  . . . ,  u,  v. 
vv,  ...,  et,  par  suite,  h,  k  comme  fonctions  de  x,  y,  z,  ...,  u,  », 
w,  ...,  I;  et  alors,  à  la  place  des  formules  (36),  on  obtiendra  les  sui- 
vantes : 

I  oh  =  \)xh  ox  4-  Dyh  9y  +. . .  4-  D„/i  ou  4-  D^/i  oe  4- .  .  . , 

(37)  < 

(  oÂ~  =  D^  A-  <3.r  4-  Dr k  9y  4- ...  4-  D„ /.  o«  4-  D^/.  <îe  4- .  .  . . 

Or,  des  formules  (37),  jointes  a  l'équation  (17),  on  tirera 

(38)  \9h9k\  =  (h,  k), 

pourvu  que  l'on  représente,  à  l'aide  de  la  notation  \ohok\,  ce  que 
devient  le  produit  oh$k  dans  le  cas  où  l'on  considère  les  variations 

ox,     dy,     9s,      ...,     du,     dv,     9w, 
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comme  des  clefs  assujetties  aux  transmutations 

i   oxou^li,  o)oc^ii,  èzdw^Li,  ..., 

(39)      L  .  _         ;  , 

f   ou  oj^_ — i,  ov  oy  ^r  —  i,         oit'  a;  _^  —  i,  ..., 

et  où  l'on  remplace  par  zéro  les  produits  binaires  des  mêmes  varia- 
tions, non  compris  dans  lez  formules  (3cj).  D'ailleurs,  de  la  for- 
mule (38),  jointe  à  l'équation  (34)  ou  (35),  il  résulte  :  i°  que  l'on 
aura 

(  4o  )  |  oh  èk  |  =  i ,         |  ok  oli\—  —  i , 

si  l'on  prend  pour  h  un  terme  de  la  suite  x,  y,  z,  . . . ,  et  pour  k  le  terme 
correspondant  de  la  suite  u,  v,  w,  ...  ;  2"  que  l'on  aura,  au  contraire. 

(40  |  àh  ok  |  -—  o, 

si  l'on  prend  pour  h  et  /•  deux  termes  de  la  suite  x,  y,  z,  ...,  u,  v, 
w,  ...   qui  ne  se  réduisent  pas  à  deux  termes  correspondants  des 

deux  suites  x,  y,  z,  . . .;  u,  v,  w Cela  posé,  la  valeur  générale  de 

l'expression  \ûhok\,  tirée  des  formules  (36),  sera  évidemment  celle 
qu'on  obtient  quand  on  considère  les  variations  ox,  oy,  oz,  ...,  Su, 
ov,  o\v,  . . .  comme  des  clefs  assujetties  aux  transmutations 

i  o\  ou  ~  i ,  oy  ôv  ~'  i ,  ôz  ôvv  iii,  .  .  . , 

(42) 

(  ouox;n — i,         àxdy  —  — i,        o\v  oz  ^  -  i ,         ..., 

et  quand  on  remplace  par  zéro  les  produits  de  ces  mêmes  variations, 
non  compris  dans  les  formules  (42)-  Or,  en  opérant  ainsi,  on  trouvera 

oh  dk  =  \)Ji  DD/c  -  \)uh  DJc  +  Dj  h  D,  k  -  \\h  Dy/,  +  .  .  .  ; 

et,  comme  la  formule  (38)  donne  généralement 

(43)  (h,k)=\àhdk\, 
on  aura  encore 

(44)  (h,  /,):     \)Ji  D„/, -  —  !>„/*  lïx/.  +DshD'yk—  \)Ji  Dv /,+...; 

puis,  de  la  formule  (38),  comparée  à  l'équation  (17),  on  conclura  que 
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la  valeur  (//,  X-)  n'est  pas  altérée,  quand  on  y  pose  /  =  o,  et,  par  suite, 

x  =  \,       y  =  y,       z  =  zy        ...,        u  —  u,        v=\,        tv  =  w,     — 

On  aura  donc  généralement  (A,  k)  =  const.,  conformément  à  l'équa- 
tion (18). 

La  formule  (43)  offre  encore  un  moyen  facile  de  calculer  les 
valeurs  des  expressions  de  la  forme  (h,  le),  et  d'établir  leurs  diverses 
propriétés.  C'est  ce  que  l'on  verra  dans  un  prochain  article. 


562. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  l'interpolation,  ou  remarques 
sur  les  remarques  de  M.  Jules  Bienaymé. 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.  64  (18  juillet  i853  i. 

Le  Compte  rendu  de  la  dernière  séance  renferme  un  Mémoire  lu  à 
l'avant- dernière  par  M.  Jules  Bienaymé,  à  un  moment  où  j'étais 
absent.  Ce  Mémoire  est  intitulé  :  Remarques  sur  les  différences  qui  dis- 
tinguent la  méthode  des  moindres  carrés  de  l'interpolation  de  M.  Cauchv, 
et  qui  assurent  la  supériorité  de  cette  méthode.  En  lisant  ce  titre,  on 
pourrait  croire  la  méthode  des  moindres  carrés,,  toujours  et  sous  tous 
les  rapports,  préférable  à  la  nouvelle  méthode  d'interpolation  que 
j'ai  donnée  en  1 835.  Toutefois,  cette  conclusion  ne  serait  pas  légitime. 
Pour  mettre  le  lecteur  à  portée  de  se  former  une  opinion  à  cet  égard. 
j'ai  cru  devoir  à  mon  tour  comparer  l'une  à  l'autre  les  deux  méthodes. 
L'algorithme  dont  j'ai  fait  usage  en  i835  facilite  cette  comparaison, 
en  réduisant  les  diverses  méthodes  proposées  par  les  géomètres,  pour 
la  résolution  des  équations  linéaires,  à  quelques  formules  générales 
et  très  simples,  renfermées  dans  les  premières  pages  de  mon  Mémoire. 
et  ({lie  je  vais  indiquer. 

Considérons  d'abord  m  inconnues,  x,  y,  z,  ...,  w,  liées  les  unes 
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aux  autres  par  m  équations 

(O  <jv,  =  o,       iii>  =  o,      e  =  o,       ...,      5  =  °» 

dont  les  premiers  membres  soient  des  fonctions  linéaires  de  ces 
inconnues.  Si  la  résultante  du  Tableau  qui  a  pour  termes  les  coeffi- 
cients de  x,  y,  z,  . . . ,  w  dans  les  fonctions  X,  ift>,  G,  . . . ,  S  ne  s'éva- 
nouit pas,  on  pourra  tirer  des  équations  (i)  les  valeurs  de  x,  y, 
z,  ...,  w,  en  éliminant  l'une  après  l'autre  ces  inconnues,  rangées 
dans  un  certain  ordre,  et  en  remontant  de  la  dernière  des  formules 
ainsi  obtenues  à  celles  qui  la  précèdent.  Si,  en  particulier,  on  veut 
éliminer  x  de  la  deuxième,  de  la  troisième,  ...,  de  la  dernière  des 
équations  (i),  il  suffira  de  retrancher  de  la  fonction  iil>,  ou  8,  ..., 
ou  5  le  produit  de  X  par  le  rapport  du  coefficient  de  x  dans  ni, , 
ou  S,  . . . ,  ou  5  au  coefficient  de  x  dans  X.  Si  l'on  indique,  à  l'aide  de 
la  lettre  caractéristique  A,  les  différences  du  premier  ordre  ainsi  obte- 
nues, l'élimination  de  x  entre  les  équations  (i)  donnera  les  suivantes  : 

(2)  A\)'o  =  o,         A8=o,  ...,         Af)  =  o. 

Pareillement,  si  l'on  veut  éliminer  y  de  celles-ci,  à  l'aide  de  l'équa- 
tion Aid  =  o,  il  suffira  de  retrancher  de  la  fonction  As,  . . . ,  ou  AS  le 
produit  de  Aui>  par  le  rapport  du  coefficient  de  x  dans  As,  . . . ,  ou  A<? 
au  coefficient  de  x  dans  Aifc.  Si  l'on  indique,  à  l'aide  de  la  caracté- 
ristique A2,  les  différences  du  second  ordre  ainsi  obtenues,  l'élimination 
de  y  entre  les  équations  (2)  donnera  les  suivantes  : 

(3)  A28  =  o,  ...,         A*5=o. 

En  continuant  ainsi,  on  finira  par  joindre  aux  équations  (1)  toutes  les 
formules  renfermées  avec  elles  dans  le  Tableau  suivant  : 

iX  =  o, 

A"'5  =  o; 


1)1)  =  0, 

e  =.0, 

ô  =  o, 

Ai&  =  0, 

AS=o, 

A£  =  o, 

A2  £  =  0, 

A»S  =  o, 
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et  ce  Tableau  permettra,  non  seulement  de  calculer  aisément  les 
valeurs  de  a?,  y,  s,  ...,  w,  que  l'on  pourra  déduire  des  seules  formules 

(5)  X  =  o,         Aifi>  =  o,         A2  2=o,         ...,         A'"5  =  o, 

en  remontant  de  l'une  à  l'autre,  après  avoir  tiré  de  la  dernière  la 
valeur  de  w\  mais  encore  de  constater  la  justesse  des  calculs  par  de 
nombreuses  vérifications. 

Supposons  maintenant  les  m  inconnues  x,  y,  s,  . . . ,  w  liées  entre 
elles  par  n  équations  exactes  ou  approximatives 

(6)  £i  =  o,        £2=o,         ...,         s„=o, 

n  étant  égal  ou  supérieur  à  m.  Pour  déterminer  complètement  les 
valeurs  des  inconnues,  il  suffira  encore  de  résoudre  m  équations  de 
la  forme  (i),  X,  ifb,  3,  . . . ,  5  désignant  m  fonctions  linéaires  de  £,, 
e2,  ...,  £„.  D'ailleurs,  dans  les  valeurs  de  X,  ifi>,  S,  ...,S  exprimées 
en  fonctions  de  s.it  e2,  . . .,  e„  pour  des  équations  linéaires,  c'est-à-dire 
de  la  forme 


(7) 


les  facteurs  X,,  X2,  ...,  X,„  p.,,  |a2,  ...,  u^,  v,,  v2,  ...,  v„,  ..., 
ç4,  ç2,  ...,  çn  pourront  être  arbitrairement  choisis  sous  une  seule 
condition,  savoir,  que  les  valeurs  de  x,  ift>,  G,  . . . ,  S  ue  puissent  elles- 
mêmes  satisfaire  à  aucune  équation  linéaire  de  laquelle  serait  exclue 
chacune  des  inconnues  x,  y,  s,  «>.  On  ne  doit  pas  se  préoccuper  du 
cas  où  cette  condition  ne  pourrait  être  remplie;  car  ce  serait  là  un  cas 
exceptionnel,  et  dans  lequel  les  équations  (6)  ou  se  contrediraient 
mutuellement,  ou  deviendraient  insuffisantes  pour  déterminer  les 
valeurs  des  inconnues. 

Il  est  bon  d'observer  que,  après  avoir  formé  les  équations  (i),  on 
devra  leur  substituer  d'autres  équations  desquelles  on  puisse  aisé- 

OEuvrcs  de  C—  S.I.t.  XII.  9 


X   =  X,£,   -+-  12£.2  -+-  . 

.  .  +  Â,j  £„, 

1)1)  =z  ^-i£i+  f/2£2.+  . 

•  -  +  F«£«, 

S  =  V(£,   -t-  V2£2  +• 

•  .-f-v„e„, 

S  =Si£i  -H  S2S2  +•  • 

•  ~r-  ç«£/i> 

G6 
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ment  tirer  les  valeurs  des  inconnues,  par  exemple  les  équations  (5). 
D'ailleurs,  on  pourra  former  directement  ces  dernières,  sans  passer 
par  les  équations  (i).  En  effet,  les  formules  (7)  donneront 


(8) 


X      =llsl       -+-l2e2       -+-■  ■  -  +  ^nBn, 
Aiib   =[iiA£,    +f*2As2    ■+■  . . .  -+-  pn  A£n, 

A2  Z   =  V,A2£,    +  V2A2£2    +...  +  VftA2£,M 


A"'5=Ç1A'»£1-+-Ç2A'"£2  +  . 


Ç«A'»£„. 


Or,  eu  égard  aux  équations  (8),  on  pourra  déterminer  successivement 
les  différences  des  divers  ordres  comprises  dans  les  diverses  lignes 
horizontales  du  Tableau 


(9) 


As,,       Ae2, 

j    A2£„        A2£2, 

\  A"1  s,,     A'»e„ 


Ae„, 

A2£„, 

. .  . . , 

A'"£ 


Ail!., 
A'S, 

....     , 

A'"  S, 


en  déduisant,  dans  la  première  ligne  horizontale,  le  terme  x  des  pré- 
cédents combinés  avec  un  premier  système  de  facteurs  X, ,  \,  ...,ln; 
puis  la  seconde  ligne  horizontale  de  la  première  jointe  à  un  second 
système  de  facteurs  ix, ,  (x2,  . . . ,  (*„  ;  puis  la  troisième  ligne  horizontale 
de  la  seconde  jointe  à  un  troisième  système  de  facteurs  v,,  vs,  ..., 
v„;  etc.  On  se  trouve  ainsi  ramené  très  simplement,  par  l'emploi  de  la 
lettre  caractéristique  A,  à  la  proposition  énoncée  par  M.  Bienaymé,  et 
relative  à  l'indépendance  dans  laquelle  demeurent,  en  présence  les 
uns  des  autres,  les  divers  svstèmes  de  facteurs 


^i>    ^2»     •••,    X„, 


Pi! 


F- a, 


V|,       V2, 


En  réalité,  cette  proposition  peut  se  déduire  de  cette  simple  observa- 

^  tion,  que  deux  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z w,  identiquement 

égales  entre  elles,  par  exemple 


et     v,e, +  v2es 


Vre£«, 
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ne  cessent  pas  d'être  identiquement  égales  lorsqu'on  y  remplace  une 
ou  plusieurs  inconnues  par  leurs  valeurs  tirées  de  certaines  équations 
linéaires,  par  exemple  x  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  des  deux  équa- 
tions X  =  o,  i&  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  deux  équations 
A,  =  o,  Aiib  =  o,  ce  qui  réduit  les  deux  fonctions  citées  aux  deux  sui- 
vantes : 

A2  S,     v1A2£,-+-v2A2£.2  +  ...-+-v„A2£„. 

Concevons  maintenant  que,  après  avoir  déterminé  les  différences  de 
l'ordre  m  des' fonctions  i{,  £2,  . . . ,  in,  on  détermine  encore  leurs  diffé- 
rences de  l'ordre  m  +  i,  savoir 

(IO)  A'""Hl£1,        Am  +  1£2,        ...,        A'"  +  ,£„. 

Ces  dernières  différences  seront  ce  que  deviennent  les  précédentes 
quand  on  élimine  l'inconnue  w  à  l'aide  de  l'équation  A"\3  =  o,  ou 
bien  encore  ce  que  deviennent  les  fonctions  e,,  e2,  ...,  t„  quand  on 
élimine  x, y,  z,  . ..,  w  à  l'aide  des  équations  (i)  ou  (5).  Par  suite, 
elles  se  réduiront  à  zéro,  si  l'on  a  n  =  m,  ou  si  les  équations  (6)  sont 
exactes  ;  et  si,  n  étant  supérieur  à  m,  les  équations  (6)  ne  sont  qu'ap- 
proximatives, à  des  constantes  d'autant  plus  petites  (abstraction  faite 
des  signes)  que  l'approximation  sera  plus  grande. 

En  s'appuyant  sur  les  considérations  précédentes,  on  reconnaît 
aisément  que  la  méthode  des  moindres  carrés  et  la  nouvelle  méthode 
d'interpolation  ont  toutes  deux  leurs  avantages  et  leurs  inconvénients  ; 
que  les  questions  auxquelles  elles  s'appliquent  naturellement  sont  de 
deux  genres  distincts,  la  nouvelle  méthode  étant  spécialement  em- 
ployée pour  résoudre  des  problèmes  où  il  s'agit  de  fixer  à  la  fois  et 
la  valeur  des  inconnues,  et  le  nombre  de  celles  qui  doivent  entrer 
dans  le  calcul;  que,  pour  rendre  la  méthode  des  moindres  carrés 
applicable  à  ces  problèmes,  il  serait  nécessaire  d'emprunter  à  l'autre 
méthode  la  règle  qui  en  fait  le  principal  mérite;  enfin,  que  des 
résultats  obtenus  par  la  méthode  nouvelle  on  peut  souvent  déduire, 
avec  une  très  grande  facilité,  ceux  que  fournirait  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Telles  sont  les  conclusions  qui  sont  mises  en  évi- 
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dence  dans  mon  Mémoire,  ainsi  que  je  l'expliquerai  plus  en  détail 
dans  un  second  article. 


523. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  la  nouvelle  méthode  d 'interpolation 
comparée  à  la  méthode  des  moindres  carrés. 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.  ioo  (25  juillet  i853). 

Ma  nouvelle  méthode  d'interpolation,  comme  toutes  celles  qui  ont 
été  proposées  par  les  géomètres,  peut  être  réduite  à  la  résolution  de 
certaines  équations  linéaires.  D'ailleurs,  les  problèmes  que  servent  à 
résoudre  les  équations  linéaires  sont  de  deux  genres  distincts.  Dans 
les  uns,  le  nombre  des-  inconnues  est  fixé  à  l'avance,  et  il  s'agit  de 
tirer  de  certaines  équations  exactes  ou  approximatives  les  valeurs  de 
ces  inconnues.  Dans  d'autres  problèmes,  le  nombre  des  inconnues 
que  renfermeront  les  formules  n'est  pas  fixé  d'avance,  et  l'on  a,  par 
suite,  à  déterminer  non  seulement  les  valeurs  des  inconnues  rangées 
dans  un  certain  ordre,  mais  encore  le  nombre  de  celles  que  l'on  devra 
calculer.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  construire 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descen- 
dantes d'une  variable,  et  supposée  convergente,  dans  le  cas  où  l'on 
connaît,  pour  diverses  valeurs  de  la  variable,  la  somme  de  la  série. 
Alors,  évidemment,  on  devra  rechercher  tout  à  la  fois,  et  le  nombre 
des  termes  après  lesquels  la  série  pourra  être  arrêtée  sans  que  l'on 
ait  à  craindre  d'erreurs  sensibles,  et  les  valeurs  de  ces  mêmes  termes. 
C'est  à  la  solution  des  problèmes  du  premier  genre  qu'a  été  générale- 
ment appliquée  la  méthode  des  moindres  carrés;  c'est,  au  contraire, 
pour  résoudre  le  second  genre  des  problèmes,  que  j'ai  donné  en  i835 
la  nouvelle  méthode  d'interpolation. 

D'autre  part,  les  valeurs  de  m  inconnues,  liées  l'une  à  l'autre  par 
n  équations  linéaires,  n  étant  égal  ou  supérieur  à  m,  peuvent  être 
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calculées  plus  ou  moins  rapidement  et  avec  une  exactitude  plus  ou 

moins  grande.  Cette  rapidité,  cette  exactitude  peuvent  dépendre,  non 

seulement  du  nombre  et  de  la  nature  des  équations  données,  mais 

encore  des  méthodes  employées  pour  les  résoudre. 

Si  l'on  a 

n  —  m, 

c'est-à-dire  si  m  inconnues  x,  y,  z-,  . . . ,  v,  w  sont  déterminées  par  le 
système  de  m  équations  linéaires 

(i)  X  =  o,         lfb  =  o,  S  =  o,  ...,  l)  =  o, 

les  valeurs  des  inconnues  ne  dépendront  pas  des  méthodes  employées, 
qui  toutes  conduiront  aux  mêmes  résultats,  mais  pourront  être  plus 
ou  moins  rapides.  Alors  aussi  on  pourra  obtenir  ces  valeurs  à  l'aide 
des  formules  générales  qui  les  présentent  sous  la  forme  de  fractions 
dont  le  dénominateur  commun  est  la  résultante  construite  avec  les 
coefficients  des  diverses  inconnues.  Mais  le  calcul  des  termes  compris 
dans  le  dénominateur  et  dans  le  numérateur  de  chaque  fraction  sera 
très  pénible,  si  le  nombre  m  devient  considérable;  et  l'on  évitera  ce 
calcul  si,  après  avoir  éliminé  successivement  x,  puis  y,  puis  z,  ..., 
puis  v  des  équations  données,  on  remonte  de  la  dernière  des  for- 
mules ainsi  obtenues  à  la  première.  De  plus,  comme,  pour  éliminer 
une  variable  x  d'une  fonction  linéaire  ilb  à  l'aide  d'une  équation 
linéaire  x  =  o,  il  suffit  de  retrancher  de  la  fonction  in>  le  produit 
de  x  par  le  rapport  entre  les  coefficients  de  x  dans  iiî>  et  dans  X, 
l'élimination  successive  des  variables  x,  y,  z,  ...,  v  entre  les  équa- 
tions (1)  réduira  les  premiers  membres  de  ces  équations  aux  diffé- 
rences de  divers  ordres  indiquées,  quand  on  suit  la  notation  que  nous 
avons  adoptée,  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  A.  Après  avoir  ainsi 
réduit  les  fonctions  ifi>,  G,  . . . ,  /j  aux  différences  de  premier  ordre  Aiib, 
As,  . . . ,  A<5,  en  éliminant  x  à  l'aide  de  l'équation 

X  =  o, 

puis  les  différences  A9,  ..-,45  aux  différences  de  second  ordre  A2  s,  . . . , 
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A-,»),  en  éliminant  y,  etc.,  on  pourra  substituer  aux  équations  (i)  les 
équations  finales 

(2)  X  —  o,         Aift>  =  o,         A2S  =  o,         ...,         A'"5  — o, 

que  l'on  résoudra  sans  peine  en  remontant  de  la  dernière,  qui  four- 
nira la  valeur  de  w,  aux  précédentes,  qui  fourniront,  l'une  après 
l'autre,  les  valeurs  des  inconnues  v,  . . . ,  z,  y,  x. 

Si  l'on  a  n  >  m,  c'est-à-dire  si  m  inconnues  x, y,  z,  .. .,  v,  w  sont 
liées  entre  elles  par  n  équations  linéaires 

(3)  £1  =  0,        £2  =  0,         ...,         £„=o, 

n  étant  supérieur  à  m,  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  les  équa- 
tions (3)  seront  exactes,  ou  elles  seront  simplement  approximatives. 
Dans  la  première  hypothèse,  toutes  les  méthodes  de  résolution  con- 
duiront aux  mêmes  résultats,  et  l'on  pourra  se  contenter  de  résoudre 
m  équations,  choisies  arbitrairement  dans  le  système  donné,  en  leur 
appliquant  la  méthode  indiquée  pour  le  cas  où  l'on  avait  n  =  m.  Au 
contraire,  dans  la  seconde  hypothèse,  c'est-à-dire  quand  les  équa- 
tions (3)  seront  simplement  approximatives,  les  diverses  méthodes 
de  résolution  pourront  différer  entre  elles  sous  le  double  rapport 
de  la  brièveté  du  calcul  et  de  l'exactitude  des  résultats  obtenus. 
Alors  aussi,  pour  construire  les  équations  finales,  analogues  aux  for- 
mules (2),  on  pourra  employer  deux  procédés  distincts.  Le  premier, 
que  l'on  peut  nommer  indirect,  consiste  à  substituer  aux  n  équations 
données  m  équations  de  la  forme  (1),  en  prenant  pour  X,  tlï>,  G,  . . . ,  \\ 
m  fonctions  linéaires  de  £,,  £2,  . . . ,  in,  et  à  déduire  ensuite  des  équa- 
tions (1)  les  équations  (2),  en  éliminant  l'une  après  l'autre  les  incon- 
nues x,  y,  z-,  . . . ,  v.  Le  second  procédé,  que  l'on  peut  nommer  direct, 
consiste  à  déduire  directement  les  équations  finales  des  équations 
données,  sans  passer  par  les  équations  (1).  Quand  on  a  recours  à  ce 
dernier  procédé,  il  n'est  pas  nécessaire  de  fixer  a  priori,  et  dès  le 
commencement  de  l'opération,  les  valeurs  attribuées  aux  divers  sys- 
tèmes de  facteurs  par  lesquels  on  doit  multiplier  £,,  e2,  ...,£„  pour 
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obtenir  les  fonctions  X,  ift>,  &,...,£.  En  effet,  soient 

À„     X,,      ...,     A„,         Hi,     p~2,      ...,     f*„,         Vj,     v2,      .  ..,     v„, 

ces  mêmes  facteurs,  en  sorte  qu'on  ait 

<JU  =  Xt  S,  -+-  12  £2  -+-  •  •  •  -+-  ^»  £«» 

$>  =  jz,  si  -H  fi2e2  -+- . . .  -+-  \x.n  e„, 

3   =z  V,   £,  +  V2  £2  -h  .  .  .  H-  V„  £,„ 


On  aura  donc 


Auï>  —  fjti  As,  -+-  fjt2  Ae2 -h . . .  +  fx„  Ae„, 
A23  =  v,A'£,  +...4-V»  Aa6„, 


Par  suite,  pour  obtenir  Aifc,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  commencer 
par  construire  ifc,  en  assignant  immédiatement  aux  facteurs  \xt, 
[K2,  ...,  (xra  des  valeurs  déterminées;  il  suffira  de  réduire,  en  éli- 
minant x  à  l'aide  de  l'équation 

<A>  =  O, 

les  fonctions  e,,  e2,  ...,  £„  aux  différences  de  premier  ordre  As,, 
Ac2,  ...,  Ae„,  puis  d'ajouter  l'une  à  l'autre  ces  différences  respec- 
tivement multipliées  par  des  facteurs  quelconques  pt.,,  |x2,  ...,  u„ 
qui  pourront  dépendre,  si  l'on  veut,  de  ces  mêmes  différences, 
c'est-à-dire  des  coefficients  qu'elles  renferment.  Pareillement,  pour 
obtenir  A2  3,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  commencer  par  construire  3, 
en  assignant  a  priori  aux  facteurs  v, ,  v2,  . . . ,  v„  des  valeurs  détermi- 
nées; il  suffira  de  réduire,  en  éliminant/  à  l'aide  de  l'équation 

Aub  =  o, 

les  différences  de  premier  ordre  As,,  A£2,  ...  Ain  aux  différences  de 
second  ordre  A2£,,  A2£2,  ..  .,  A2s„,  puis  d'ajouter  l'une  à  l'autre  ces 
différences  de  second  ordre  respectivement  multipliées  par  des  fac- 
teurs quelconques  v,,  v2,  . . .,  v„  qui  pourront  dépendre,  si  l'on  veut, 
des  coefficients  renfermés  dans  ces  mêmes  différences,  etc. 
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Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  une  remarque  importante. 
Pour  que  l'on  puisse  tirer  successivement  des  équations  (2),  et  en 
remontant  de  la  dernière  à  la  première,  les  valeurs  des  incon- 
nues w,  . . . ,  z, y,  x,  il  est  nécessaire  que  les  coefficients  de  x  dans 
la  première,  de  y  dans  la  seconde,  de  z  dans  la  troisième,  . . . ,  de  w 
dans  la  dernière,  ne  s'évanouissent  pas.  D'ailleurs,  chacun  de  ces 
coefficients  étant  représenté  par  la  somme  de  plusieurs  termes,  on 
n'aura  point  à  craindre  qu'il  s'évanouisse,  si  chacun  de  ces  termes 
est  positif.  Or,  c'est  ce  qui  arrivera  toujours,  si,  £  désignant  l'une 
quelconque  des  fonctions  eit  e2,  ...,£„,  le  facteur  X,  ou  [x,  ou  v,  ... 
qui,  dans  la  somme  représentée  par  x,  ou  par  Atft,  ou  par  A2£,  ..., 
précède  la  fonction  e,  ou  Ae,  ou  A2e,  ...,  est  toujours  une  quantité 
affectée  du  même  signe  que  le  coefficient  de  la  première  des  incon- 
nues comprises  dans  cette  même  fonction.  Dorénavant,  nous  suppo- 
serons cette  condition  toujours  remplie  dans  les  équations  finales 
formées  par  le  procédé  direct;  et,  dès  lors,  ces  équations  fourniront 
toujours  pour  les  inconnues  des  valeurs  finies,  qui  seront  exactes  si 
les  équations  (3)  sont  exactes  elles-mêmes. 

Concevons  maintenant  que,  pour  abréger,  on  désigne,  à  l'aide  de  la 
lettre  caractéristique  S,  par  la  notation  S^e,  ou  SjjiAe,  ou  Sv A2£, 
la  somme  des  produits  de  la  forme  \^i,  ou  ^A^,  ou  V/A2£/,  /  étant 
l'un  quelconque  des  nombres  1,  2,  3,  . . . ,  n;  on  aura 

(4)  X  =  Sls,         Ailï>  =  SjxA£,         A2C  =  SvA2£, 

Soient  d'ailleurs  a  le  rapport  entre  les  coefficients  de  x  dans  les 
fonctions  e  et  X,  6  le  rapport  entre  les  coefficients  de  y  dans  les 
fonctions  Ae  et  An!>,  y  le  rapport  entre  les  coefficients  de  z  dans 
les  fonctions  A2£  et  A2 3, On  aura 

(5)  Ae  =  e  —  aX,        A2£  =  As  —  6  AH!>, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  Ae  =  £  — aSXî,         A2£  — Ae  — SS^Ac,         .... 
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Ce  n'est  pas  tout  :  les  équations  (3)  étant  linéaires  par  rapport  à  x, 

y,  z w,  chacune  de  ces  équations  pourra  être  présentée  sous 

la  forme 

a  x  -+-  by  +  c;+...  +  //u'=/,' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  sous  la  forme 

(7)  6  =  0, 

la  valeur  de  s  étant 

(  8  )  e  —  k  —  a  x  —  by  —  cz  — ...  —  h  w, 

et  a,  b,  c,  . . . ,  h,  k  étant  des  constantes  qui  recevront,  dans  la  fonc- 
tion £,,  certaines  valeurs  «,,  bn  c,,  ...,  h{,  k,;  dans  la  fonction  e2, 
d'autres  valeurs  a.,,  b.,,  c2,  ...,  h2,  k.,;  ...;  enfin,  dans  la  fonc- 
tion i„,  d'autres  valeurs  an,  bn,  cn,  . ..,  hn,  kH.  Cela  posé,  la  première 
des  formules  (4)  donnera 

(g)  X  =  SA/.-  —  xSla  —ySlb  —  ..  .  -  ivSlh, 

et,  par  suite,  le  rapport  a  entre  les  coefficients  de  x  dans  les  fonc- 
tions £  et  «As.  sera  déterminé  par  la  formule 

/  N  a 

(io)  a  —  -r-. 

De  plus,  la  première  des  équations  (6)  jointe  à  la  formule  (8)  don- 
nera 

(ii)  As  =  Ak  —  x  Aa  —  y  Ab  — . . .  —  w  Ah, 

les  valeurs  de  Ak,  Aa,  Ab,  . . . ,  Ah  étant  déterminées  par  des  formules 
semblables  à  la  première  des  équations  (6)  et  que  l'on  en  déduit  en 
substituant  à  la  lettre  i  l'une  des  lettres  k,  a,  b,  . . . ,  //,  de  sorte  qu'on 
aura,  par  exemple, 

(12)  A/.  =/.-aSU. 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  IO 


n  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADEMIE. 

On  établira  de  la  même  manière  les  formules 

(i3)  Aii!>  =  S  fi  A/r  —  jS/jl  A6  —  sSfi  \c  —  .  .  .—  wSfxAA, 

(-4)  ê=«^TT' 

Sfji  A& 

(i5)  A-£=r  A2/.'  -  yl'b  —  îA'c-..  .— <vA2//, 

les  valeurs  de  A-/\  A2/>,  AL>c,  ...,  A2  A  étant  déterminées  par  des  for- 
mules semblables  à  la  seconde  des  équations  (6),  de  sorte  qu'on 
aura,  par  exemple, 

(16)  AVl=AA-6SfiA/.', 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  définitivement  aux  équations 

(17)  A'"£  —  A'"A-—  u-  A'"//, 

(18)  A'",0  =  SçA'"/.-  —  u'SçA'"//; 

et  si  de  la  formule  (17)  on  élimine  w  à  l'aide  de  l'équation  A'",')  —  o, 
on  obtiendra  une  formule  nouvelle,  savoir 

(19)  A'"+1£  =  A'"+1/.-, 

qui,  jointe  aux  diverses  formules  déjà  trouvées,  fournira  les  valeurs 
constantes  des  expressions  de  la  forme  Am+ii,  c'est-à-dire  des  diffé- 
rences 

(20)  A'»4-1  Si,     A'^'s,,     ...,     A'"+'£„. 

Ces  valeurs,  en  vertu  de  la  formule  (19),  seront  précisément  celles 
des  différences 

(21)  A'"+1/.-,,     A'"+1/.\,,     ...,     A">+[/>„. 

Donc  ces  dernières  comme  les  précédentes  se  réduiront  à  zéro,  si  l'on 
a  n  =.  m,  ou  si  les  équations  (3)  sont  exactes,  et  si,  n  étant  supérieur 
à  m,  les  équations  (3)  ne  sont  qu'approximatives,  à  des  quantités  qui 
devront  être  en  général  d'autant  plus  petites  (abstraction  faite  des 
signes)  que  l'approximation  sera  plus  grande. 

Considérons  maintenant  d'une  manière  spéciale  le  cas  où  le  nombre 
m  des  inconnues  n'est  pas  donné  a  priori.  Supposons,  pour  fixer  les 
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idées,  que  ces  inconnues  soient  les  coefficients  renfermés  dans  les 
divers  termes  d'une  série  convergente,  dont  /•  représente  la  somme, 
et  que,  par  suite,  les  constantes 

A , ,       A  2 ,        •  ■  ■  ,       A  „ 

expriment  n  valeurs  de  cette  même  somme  déterminées  directement, 
à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'expériences  ou  d'observations.  Géné- 
ralement ces  valeurs,  qui  pourront  être,  par  exemple,  des  angles  me- 
surés à  l'aide  d'instruments  plus  ou  moins  parfaits,  ne  seront  pas 
exactes,  mais  entachées  de  certaines  erreurs  que  comporteront  les 
observations  dont  il  s'agit.  Cela  posé,  concevons  que  l'on  emploie, 
pour  la  formation  des  équations  finales,  desquelles  on  doit  tirer  les 
valeurs  des  inconnues,  le  procédé  direct,  qui  fournit  avec  ces  équa- 
tions les  diverses  valeurs  de  Ak,  A2k,  A3k, Pour  que  les  valeurs 

de  A"l+i  k  deviennent  comparables  aux  erreurs  d'observation,  il  sera 
généralement  nécessaire  que  le  nombre  entier  m  acquière  une  valeur 
suffisamment  grande,  et  telle  qu'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  se 
borner  à  conserver  dans  le  développement  de  k  en  série  les  m  pre- 
miers termes.  Réciproquement,  lorsque,  m  venant  à  croître,  les 
diverses  valeurs  de  A"'+,£  seront  devenues  comparables  aux  erreurs 
d'observation,  le  problème  du  développement  de  k  en  série  pourra 
être  considéré  comme  résolu.  Car,  en  attribuant  aux  coefficients  des 
termes  conservés  les  valeurs  données  par  le  calcul,  et  aux  coefficients 
des  termes  négligés  des  valeurs  insensibles,  on  obtiendra  une  série 
dont  la  somme  k  aura  [tour  valeurs  particulières  des  quantités  très 
peu  différentes  de  k{,  k.,,  ...,  kn,  les  différences  étant  représentées 
par  les  diverses  valeurs  de  A'"+,k,  et  pouvant  être  en  conséquence 
attribuées  aux  erreurs  d'observation. 

En  résumé,  si,  dans  le  développement  d'une  fonction  k  en  une  série 
convergente,  dont  chaque  ternie  renferme  un  coefficient  inconnu,  on  ce  ut 
déterminer  à  la  fois  et  le  nombre  n  des  termes  après  lesquels  on  peut 
arrêter  la  série,  sans  avoir  à  craindre  d'erreurs  sensibles,  et  les  coeffi- 
cients renfermés  dans  ces  mêmes  termes,  on  devra,  en  adoptant  le  procède 
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direct  pour-  la  formation  des  équations  finales ,  porter  spécialement  son 
attention  sur  les  valeurs  des  différences  des  divers  ordres 

A/.',     AV>,     A3/,-,     .... 

Le  nombre  m  aura  effectivement  acquis  la  valeur  qu'il  convient  de  lui 
attribuer,  lorsque  les  diverses  valeurs  numériques  de  A'"+'X-  seront  deve- 
nues assez  petites  pour  être  comparables  aux  erreurs  d'observation  que 
comportent  les  diverses  valeurs  de  k. 

Il  est  aisé  maintenant  de  comparer  entre  elles  les  deux  méthodes 
que  M.  Bienaymé  a  mises  en  présence  l'une  de  l'autre,  savoir  :  la  mé- 
thode des  moindres  carrés  et  la  nouvelle  méthode  d'interpolation. 

Le  but  ordinairement  assigné  à  la  méthode  des  moindres  carrés 
consiste  à  déduire  d'équations  approximatives  les  valeurs  d'incon- 
nues dont  le  nombre  est  fixé  à  l'avance.  Au  contraire,  le  but  spécial 
assigné  à  la  nouvelle  méthode  d'interpolation,  dans  le  Mémoire 
de  i835,  est  de  déterminer  dans  une  série  convergente,  propre  à 
représenter  le  développement  d'une  fonction,  non  pas  les  coefficients 
inconnus  de  certains  termes  dont  le  nombre  serait  fixé  à  l'avance, 
mais  les  coefficients  des  termes  que  l'on  peut  négliger  sans  avoir  à 
craindre  qu'il  en  résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion (voir  le  Mémoire  lithographie  de  1 835,  page  3)  ('). 

Dans  la  méthode  des  moindres  carrés,  les  divers  systèmes  île  fac- 
teurs  sont  déterminés  a  priori,  et  chacun  d'eux  se  confond  avec  le 
système  des  coelficients  d'une  même  inconnue.  Au  contraire,  dans 
la  nouvelle  méthode  d'interpolation,  le  calculateur,  éliminant  l'une 
après  l'autre  les  diverses  inconnues,  dans  un  ordre  fixé  primitive- 
ment, et  adoptant,  pour  la  formation  des  équations  finales,  ce  que 
nous  avons  nommé  le  procédé  direct,  détermine  successivement  les 
divers  systèmes  de  facteurs  à  mesure  que  le  calcul  avance,  et  réduit 
chaque  facteur  à  ±  i,  le  signe  étant  celui  du  coefficient  de  l'inconnue 


(  '  )  Mémoire  sur  l'intégration  <■/<■*  équations  différentielles  'Nouveaux  Exercices  d  Ana- 
lyse et  de  Physique,  T.  I.  p.  327.  —  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II.  T.  XI  >. 
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qui  doit  être  éliminée  la  première.  De  plus,  en  nommant  k  la  con- 
stante à  laquelle  une  quelconque  des  équations  données  réduit  une 
fonction  linéaire  des  inconnues,  le  calculateur  arrête  le  calcul  au 
moment  où  le  nombre  m  de  ces  inconnues  devient  assez  considérable 
pour  que  les  diverses  valeurs  numériques  de  k"'+' k  soient  compa- 
rables aux  erreurs  dont  la  valeur  de  k  est  susceptible.  Ainsi,  ce  qui 
distingue  surtout  la  nouvelle  méthode  d'interpolation,  c'est  :  ^l'em- 
ploi de  facteurs  dont  chacun  se  réduit,  au  signe  près,  à  ±i,  le  signe 
étant  choisi  comme  on  vient  de  le  dire;  2°  l'emploi  des  différences  de  lu 
forme  A'"^'  k  pour  déterminer  le  nombre  m  des  inconnues  qui  doivent  être 
admises  dans  le  calcul.  Remarquons  d'ailleurs  qu'en  suivant  la  nou- 
velle méthode  on  n'aura  jamais  à  craindre  d'obtenir  pour  les  incon- 
nues des  valeurs  infinies,  comme  cela  pourrait  arriver,  si,  en  réduisant 
les  divers  facteurs  à  ±  i.,  on  déterminait  les  signes  autrement  qu'il 
n'a  été  dit. 

Il  est  vrai  qu'en  suivant  la  méthode  des  moindres  carrés  on  pour- 
rait employer,  pour  la  formation  des  équations  finales,  le  procédé 
direct,  comme  l'a  fait  Laplace  dans  le  premier  supplément  au  Calcul 
des  probabilités.  Mais  alors  même,  pour  rendre  la  méthode  applicable 
à  la  détermination  numérique  des  coefficients  que  renferme  le  déve- 
loppement d'une  fonction  en  série  convergente,  et  du  nombre  m  des 
termes  qui  doivent  être  conservés  dans  ce  développement,  il  serait 
nécessaire  d'emprunter  à  la  nouvelle  méthode  d'interpolation  la  règle 
qui  en  fait  le  principal  mérite,  celle  qui  s'appuie  sur  la  considération 
des  diverses  valeurs  de  A'"4-1  k. 

Je  dirai  plus  :  suffïra-t-il  de  rapprocher  ainsi,  autant  que  possible, 
la  méthode  des  moindres  carrés  de  la  nouvelle  méthode  d'interpola- 
tion, pour  assurer,  en  tous  points  et  dans  tous  les  cas,  la  supériorité 
de  la  première?  Nullement,  et  quelques  réflexions  bien  simples  met- 
tront le  lecteur  à  portée  de  se  former  une  opinion  à  cet  égard. 

D'abord,  après  la  modification  indiquée,  la  méthode  des  moindres 
carrés  sera  loin  d'être  supérieure  à  la  nouvelle  méthode,  sous  le  rap- 
port de  la  brièveté  des  calculs.  Au  contraire,  la  nouvelle  méthode  con- 
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servera  sur  l'autre  un  avantage  incontestable,  puisqu'elle  réduira  les 
divers  facteurs  introduits  dans  les  équations  finales  à  l'unité. 

La  méthode  des  moindres  carrés  scra-t-elle,  sous  le  rapport  de  la 
précision,  toujours  supérieure  à  l'autre?  Mais,  dans  le  cas  spécial  où 
le  nombre  des  équations  est  égal  au  nombre  m  des  inconnues,  toutes 
les  méthodes  fournissent  les  mêmes  résultats,  et  alors  la  meilleure 
est  évidemment  celle  qui  exige  moins  de  calcul. 

Si  maintenant  le  nombre  n  des  équations  devient  notablement  supé- 
rieur au  nombre  m  des  inconnues  qui  doivent  rester  dans  le  calcul,  il 
arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  les  valeurs  données  de  la  fonction 
dont  il  s'agit  d'obtenir  le  développement  en  série  seront  entachées  de 
graves  erreurs,  et  alors  aucune  méthode  ne  pourra  garantir  la  préci- 
sion des  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues;  ou  les  valeurs  données 
de  la  fonction  seront  à  peu  près  exactes,  et,  dans  ce  cas,  surtout  si  le 
nombre  n  des  inconnues  devient  considérable,  les  deux  méthodes 
fourniront  généralement  des  résultats  peu  différents.  11  y  a  plus  : 
étant  données  les  valeurs  des  inconnues,  telles  que  les  fournit  la  nou- 
velle méthode  d'interpolation,  il  suffira  généralement,  pour  obtenir 
celles  que  fournirait  la  méthode  des  moindres  carrés,  d'ajouter  aux 
premières  des  corrections  très  petites,  et  que,  pour  ce  motif,  il  sera 
facile  de  calculer.  M.  Bienaymé  dit  que  ce  procédé  ne  tend  à  rien 
moins  qu'à  doubler  le  travail  si  pénible  de  l'élimination.  Mais,  dans  le 
Mémoire  lithographie  de  i835,  pour  rendre  manifestes  les  avantages 
de  la  nouvelle  méthode,  j'en  ai  fait  à  la  théorie  de  la  dispersion  de  la 
lumière  une  application  que  le  Journal  de  M.  Liouvillc  n'a  pas  repro- 
duite, et  j'ai  ainsi  obtenu  un  développement  dont  les  diverses  valeurs 
étaient  précisément  celles  de  la  fonction  développée.  Dira-t-on  qu'alors 
la  méthode  de  correction  ci-dessus  rappelée  double  le  travail  et  accroît 
de  fastidieux  calculs?  Loin  de  là,  elle  prouve,  sans  calcul,  que  la  mé- 
thode des  moindres  carrés,  rendue  applicable  à  l'aide  d'un  emprunt 
fait  à  la  nouvelle  méthode,  aurait  conduit  le  calculateur  au  même 
résultat,  mais  plus  péniblement,  et  en  exigeant  plus  de  travail. 

Il  est  vrai  que  les  calculs  de  Laplace  assignent  à  la  méthode  des 
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moindres  carrés  une  propriété  importante,  celle  de  fournir,  comme  le 
remarque  M.  Bienaymé,  les  résultats  les  plus  probables.  Mais  cette 
propriété  ne  subsiste,  comme  je  l'expliquerai  dans  un  autre  article, 
que  sous  certaines  conditions;  et  alors  même  que  ces  conditions  sont 
remplies,  il  peut  se  faire  que,  pour  obtenir  les  résultats  les  plus  pro- 
bables, la  voie  la  plus  courte  soit  de  joindre  à  la  nouvelle  méthode  la 
méthode  de  correction  dont  j'ai  parlé. 


524. 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.  109  (25  juillet  i853  ). 

M.  Augustin  Caucoy  présente  encore  à  l'Académie  : 
i°  Un  Mémoire  sur  les  variations  des  constantes  arbitraires  que  com- 
prennent les  intégrales  des  équations  différentielles  considérées  dans  un 
article  précédent  (page  54).  et  sur  les  avantages  qu'offre  l'emploi  des 
clefs  algébriques  pour  déterminer  complètement  ces  variations,  lorsque  la 
fonction  dont  les  équations  différentielles  renferment  les  dérivées  se  réduit 
à  une  fonction  des  deux  sommes 

X*  -1-  y'2  +  z*  -+- .  .  . ,     a2  -+-  v-  -+-  <i>'2  4-  .  .  . . 

2"  Un  Mémoire  sur  le  Calcul  des  probabilités. 

Les  résultats  obtenus  dans  ces  deux  Mémoires  seront  développés 
dans  une.  prochaine  séance. 


525. 

Analyse  mathématique.  --  Mémoire  sur  les  coefficients  liniitaleurs 

ou  reslricleurs. 

§  I.  —  Considérations  générales. 

Concevons  qu'étant  données  diverses  valeurs  particulières 

H0,      «„      a,,      .  .  . 
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d'une  fonction  u  des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  . ..,  t  avec  la 
somme  s  de  ces  valeurs  dont  le  nombre  peut  être  fini  ou  infini,  on 
demande  ce  que  devient  cette  somme,  lorsqu'on  la  restreint  à  un 
moindre  nombre  de  termes,  et  que  l'on  conserve  seulement  les  termes 
correspondants  aux  valeurs  de  x,  y,  z,  ...,/,  qui  vérifient  certaines 
conditions.  Pour  résoudre  la  question  proposée,  il  suffira  évidemment 
de  substituer  à  la  fonction  u  le  produit  de  cette  fonction  par  un  coef- 
ficient l  qui  ait  la  double  propriété  de  se  réduire  à  l'unité  quand  les 
conditions  énoncées  seront  remplies,  et  de  s'évanouir  dans  le  cas 
contraire.  Ce  coefficient,  que  je  nomme,  pour  indiquer  son  rôle, 
coefficient  /imitateur  ou  restricteur  (1)  pourra  d'ailleurs  revêtir  un 
grand  nombre  de  formes  diverses.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'un  restricteur  doive  ou  se  réduire  à  l'unité,  ou  s'évanouir,  suivant 
que  la  variable  /  est  positive  ou  négative.  Ce  restricteur  pourra  être 
représenté  par  l'une  quelconque  des  expressions 


H,  +  v^ 


—   /        /     e*0--t)idadl,      .... 


Si  d'ailleurs,  en  adoptant  la  notation  que  j'ai  proposée  dans  un  pré- 
cédent Mémoire,  on  représente  par  1,  l'une  quelconque  des  expres- 
sions précédentes,  un  restricteur  I,  qui  se  réduirait  à  l'unité  seule- 
ment pour  des  valeurs  réelles  de  /  comprises  entre  des  limites  /,,  /;/, 
pourra  être  exprimé  à  l'aide  de  la  formule 

(i)  l  =  \t-,  -\t-o 

et  de  cette  formule,  combinée  avec  l'équation 

(')  Dans  les  Comptes  rendus  de  1849,  j'avais  indiqué  les  Facteurs  de  celle  espèce  sous 
le  nom  de  coefficients  limitateurs.  1-e  mot  restricteurs ,  qui  est  plus  court,  offre  aussi 
l'avantage  de  bien  exprimer  le  rôle  que  ces  eoeflleienis  joueni  dans  le  calcul. 
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on  tirera  immédiatement 

(a)  T-lf-iz:-^-      '-'*     1. 

2  ke-o"    */(«-<,)■  J 

Au  contraire,  en  ayant  égard  à  l'équation 

lt'——f     f   e^>-l)>ch.(H, 


on  trouverait 
(3) 


L  /       /   " e*<X~Didudk. 

'^  xJ w  f  / 


Pareillement,  v  étant  une  fonction  réelle  des  variables  x,  y,  z, ... ,  /, 
un  restricteur  qui  se  réduirait  à  l'unité  seulement  pour  des  valeurs 
de  v  comprises  entre  deux  limites  données  vt,  vu  pourra  être  exprimé 
à  l'aide  de  l'une  des  formules 

(5)  i  =  *  r  v~v'     v~ (,,/ 1 

2LvV-<',)2     vV-»„)2J 

(6)  i=—  r  r  c«-^-v){ dcf.di. 

Il  sera  également  facile  de  trouver  un  restricteur  I  qui  se  réduise  ii 
l'unité  seulement  dans  le  cas  où  les  variables  x,  y,  z,  ...,  /  vérifient 
ii  la  fois  plusieurs  conditions  données.  Ainsi,  par  exemple,  si  1  doit 
se  réduire  à  l'unité,  dans  le  cas  seulement  où  toutes  ces  variables 
sont  positives,  on  pourra  prendre 

(7)  I  =  Uy]s....l(; 

et  si  I  doit  se  réduire  à  l'unité,  dans  le  cas  seulement  où  deux  fonc- 
tions réelles  v,  w  de  ces  variables  sont  comprises,  la  première  entre 
les  limites  e,  vv,  la  deuxième  entre  les  limites  <r,  wh,  on  pourra 
prendre 

(8)  I  =  (1„_„,—  Ip-oJ  (liv-w, —  l«—  «•„), 

OEuvres  de  C  —  S.  I,  t.  XII.  1  I 
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mi  bien  encore 

(9)  i  —  fj-YÇ     f      f     f     eM*-9)+*iV-wM  da  d$  dk  dp. 

L'introduction  dos  restricteurs  dans  le  calcul  permet  de  résoudre 
facilement  une  question  qui  n'esl  pas  sans  importance,  et  que  nous 
allons  indiquer. 

Considérons  n  variables  réelles 

x,    y,     '-,     ■ ..,     f,    w, 
et  n  intégrales  définies  réelles 


(10) 


f  "  Xdx,       f "vdy,      ...,      f    Vdi>,       f 


Wdw, 


X  étant  fonction  de  x,  Y  dey,  ...,  F  de  v,  W de  w.  Le  produit  II  de 
ces  intégrales  sera  l'intégrale  multiple  que  présente  la  formule 


(») 


n  =  /       f    •■■  f  "  f     A  Y.  .  .  VWdx  dy  .  .  .  dv  dw. 


D'ailleurs,  en  regardant  chacune  des   intégrales   (io)   comme   \\\w 
somme  d'éléments  infiniment  petits  de  Tune  des  formes 


(12) 


I  dx,     Vdy,     ...,     Vdv,     Wdw, 


et,  par  suite,  le  produit  11  comme  une  somme  de  produits  partiels  de 
la  (orme 


(i3) 


XY .  .  .  III  dv  dy.  .  .  dv  dw, 


on  peut  demander  ce  que  deviendra  le  produit  II,  si  l'on  tient 
compte  seulement  des  produits  partiels  correspondants  à  des  valeurs 
de  ùc,y,  ....  w,  qui  remplissent  certaines  conditions,  et  si.  en  con- 
servant ceux-ci,  on  écarte  tous  les  autres.  Concevons,  pour  fixer  les 
idées,  que  les  produits  partiels  conservés  correspondent  uniquement 
aux  valeurs  de  x,  y,  . . . ,  c,  <r,  qui  réduisent  une  certaine  fonct  ion  co 
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;i  une  quantité  comprise  entre  deux  limites  données  co,  a>„.  En  nom- 
mant P  la  somme  de  ces  produits  partiels,  et  en  posant 


1 '(1)  — (l>,  '(>)       (0„> 


(.4) 

on  trouvera 

(i5)  P=f      f    -■■  f     f     \XY...VWdxdy...dvdw. 

On  pourra  d'ailleurs  donner  au  restricfeur  I  la  l'orme 
(.6)  l  =  i\^Z3.__      "-",     1, 


ou  bien  encore  la  forme 


(>?: 


i 


jH-c-un  dQ  d- . 


De  l'équation  (i5),  jointe  à  la  formule  (17),  on  tirera 
(18)  P  =  f      f    ■■■  f     f     AV.  .  .  VQdxdv..  .  dvdx, 


la  valeur  de  0  étant 

D'autre  part,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


8(t-«)  i  de  dw 


%  —  \j(X}w<ùy-, 
et  si  l'on  désigne  par  la  notation 


».  =  w,  1 1  • 

S    — 

tv  z:  iv       o 


la  somme  des  valeurs  que  peut  acquérir  le  rapport 


W 

: 

8 
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pour  «les  valeurs  de  w  propres  à  vérifier  l'équation 

(20)  CÛ=T, 

el  renfermées  entre  les  limites  <r  ,  wif,  la  formule  (19)  donnera  (voir 
le  XIXe  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique)  (  '  ) 

w  =  iv.  JJ- 

(21)  0=      S 

w  ~  w,     * 

Donc  la  formule  (18)  pourra  être  réduite  à  la  suivante  : 

(22)  P=/       /       I     ■•■/         S     : dzdxdy...dv. 

"M,      " X,      "y,  "  v,        lv~  "'' 

On  peut,  au  reste,  établir  encore  cette  dernière  équation  comme  il 
suit. 

Soif  irT  une  valeur  de  w  propre  à  vérifier  l'équation 

i  étant  une  quantité  renfermée  entre  les  limites  to/t  w(/.  Si  l'on 
attribue  à  t  un  accroissement  infiniment  petit  et  positif  è/t ,  la  valeur 
de  w  représentée  par  <rT  recevra  un  accroissement  correspondanl 
dont  la  valeur  numérique  sera  — ,  et  la  partie  de  l'intégrale 


Wds 


correspondante  à  ce  même  accroissement  sera 

W 


■dx. 

8 


Cela  posé,  concevons  que  les  différentielles  dx,  dy,  ...,  dv  soient, 
< la  11  s  les  éléments  (12),  des  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre 
supérieur  à  l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  représentée 
par  dz.  Alors,  dans  la  valeur  de  P  donnée  par  la  formule  (i5),  ceux 
des  éléments  de  l'intégrale 

Ç     WVchv 
(»)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  11,  T.  I. 
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qui  correspondront  à  la  valeur  t  de  w  et  à  l'élément  ch  de  la  diffé- 
rence w;/ —  co  se  réduiront  aux  proiduts  de  la  forme 

Tch' 
en  sorte  qu'on  aura 

(a3)  I      lWdw  = 


il'—  i\'„   TI/ 

S     —  dr. 

W  =  il',      ^ 


Or,  eu  égard  à  cette  dernière  formule,  l'équation  (i5)  peut  être  évi- 
demment remplacée  par  l'équation  (22). 

Considérons  spécialement  le  cas  où  la  fonction  w  est  linéaire  par 
rapport  aux  variables  x,  y,  ... ,  v,  w,  et  de  la  forme 

(24)  u  =  ax-\-  by  +  .  .  .-{-gv-'t-  hw. 

Alors,  en  posant,  pour  abréger, 


(2.3) 


={'*"*•  *=X* 


A'c-"firi  d.r, 


et  nommant  B,  . . . ,  G,  H,  ou  ub,  . . . ,  ç,  S  ce  que  devient  A  ou  <A>  quand 
aux  lettres  x,  X,  a  on  substitue  les  lettres  y,  Y,  b,  ou  c,  F,  g,  ou  w, 
TK,  /:,  on  tirera  des  formules  (n)  et  (io) 


(26) 

(27) 


n  =  AB...GH, 

/     Jtoift)...  GPfe^.-.dr  de. 


Si,  les  fonctions  X,  Y,  ...,   F,    IF  étant  toutes  semblables  entre 

elles,  on  suppose  les  intégrales  (10)  toutes  prises  entre  les  mêmes 

limites,  on  aura 

A  =  B  =  ...  =  G  =  H, 

par  conséquent 

(28.)  n-\». 

Enfin,  si  l'on  suppose 

X,  =  —  00,  x„  =00,  w,  =  —  U,  no      :  y, 
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u  désignant  une  quantité  positive,  les  formules  (25)  et  (27)  donne- 
ront 

(29) 
(3o) 


Pour  montrer  une  application  des  formules  trouvées,  considérons  . 
en  particulier  Je  cas  où  l'on  aurait 

(30  .r=ke-«'!, 

k,  K  désignant  deux  constantes  positives.  Alors  on  aura  encore 

et  l'on  tirera  des  formules  (28)  et  (3o) 


(33) 

la  valeur  de  s  étant 

(34) 


,fs 


V         a     /'v 


5  = 


a2+62-f-...  +  ^  +  /^ 


Si  l'on  supposait,  au  contraire, 

(35)  i^Kr'é3, 

on  trouverait 


(36) 

et 


2K 


m,  * 


0  e( 


eu6i_  , 


a*Ô2\  /         6*0» 


i^n,+i^'-- 


r*0'\  /      h -t 


£)) 


le  signe  X  étant  relatif  à  la  variable  0. 
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Si,  dans  la  formule  (37)  on  pose  n  =  2,  elle  donnera 


(38)  n=i 


k  'J  _  k  'j 

a2e    ^—ir-e    ^ 


%  II.  —  Applications  au   Calcul  des  probabilités. 

L'emploi  des  restricteurs  permet  de  résoudre  très  aisément  un 
grand  nombre  de  problèmes  relatifs  au  Calcul  des"  probabilités,  mais 
qu'on  n'avait  point  encore  résolus,  si  ce  n'est  dans  des  cas  particu- 
liers, et  dont  la  solution,  dans  ces  cas-là  même,  n'avait  été  obtenue 
qu'à  l'aide  d'une  analyse  difficile  à  suivre.  C'est  ce  que  je  vais  montrer 
en  peu  de  mots. 

Représentons  par 

î],       £2,        .  .  .  ,       £„ 

n  erreurs  diverses  que  comportent  n  quantités 

A  j ,       IC-i,       .  .  .  ,      A„, 

déterminées  à  l'aide  de  certaines  expériences  ou  de  certaines  obser- 
vations. Soit  tt  l'une  quelconque  de  ces  erreurs,  /  étant  l'un  des 
nombres  entiers  1,  2,  . . . ,  n.  Soient  encore  1  une  valeur  particulière 
attribuée  à  zh  de  un  accroissement  infiniment  petit  attribué  à  e,  et 


deux  limites  inférieure  et  supérieure  entre  lesquelles  l'erreur  £  est 
certainement  comprise.  Enfin,  concevons  que,  f(s)  étant  une  fonc- 
tion de  £,  le  produit 

f(e)rfs 

représente  la  probabilité  de  coïncidence  de  l'erreur  1,  avec  une  quan- 
tité renfermée  entre  les  deux  limites  infiniment  voisines 

£,       £  +  ch. 

On  aura 


f   f(e) 


de       1. 
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Si  les  quantités  k{,  k»,  ...,/„  sont  déduites  d'observations  on  d'ex- 
périences de  ual ures  diverses,  et  qui  ne  comportent  pas  les  mêmes 
facilités  d'erreurs,  la  forme  de  la  fonction  f(e)  et  les  valeurs  des 
limites  i,  y.  pourront  varier  avec  la  valeur  de  /. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  représente  par 

<p(e),     •/(£),      ...,     bï(£) 
les  formes  successives  de  f(e),  correspondantes  aux  valeurs 

i,     2,      ...,     n 

du  nombre  /;  si  d'ailleurs,  dans  la  formule  (i),  on  écrit,  au  lieu  de  i 
et  de  x,  i/  et  x/5  on  tirera  successivement  de  cette  formule 

cs(el)de1—\,  /      x(e2)  <a?e2=  î,         ...,  ^      HT(£„)rfe„=i, 


(2) 

puis  on  en  conclura 

(3) 


rAi       /-»  *2  r**'n 

"  ii       "A.  «A,, 

la  valeur  de  T  étant 

(4)  «=?(«i)x(e.)- ••»(«»). 
Or  il  est  clair  que  l'élément 

(5)  <£dsidei...d£„ 

de  l'intégrale  multiple  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3),  sera  le  produit  des  éléments 

(6)  9  (  £ ,  )  <r/e  j ,     y^z^dz,,      ...,     nj(£a)<&„, 

compris  dans  les  intégrales  simples  qui  forment  les  premiers  membres 
des  équations  (2).  Il  représentera  donc  la  probabilité  de  la  coïnci- 
dence simultanée  de  la  première  erreur  avec  une  quantité  comprise 
entre  deux  limites  infiniment  voisines  et  de  la  forme  e,,  t,-\-di,,  de 
la  seconde  erreur  avec  une  quantité  comprise  entre  deux  limites  de  la 
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forme  e2,  £2  -h  di.2,  . . . ,  de  la  niime  erreur  avec  une  quantité  comprise 
entre  deux  limites  de  la  forme  tn,  zn  -+-  din. 

Soit  maintenant  w  une  fonction  donnée  des  erreurs  s,,  e2,  . . . ,  e„, 
et  nommons  P  la  probabilité  de  coïncidence  de  cette  fonction  avec 
une  quantité  comprise  entre  les  deux  limites  co,,  a>;/.  Pour  obtenir  P, 
il  suffira  évidemment  d'écarter  de  l'intégrale  (3)  les  éléments  corres- 
pondants à  des  valeurs  de  £t,  t.,,  . ..,  in,  qui  produiront  des  valeurs 
de  w  situées  en  dehors  des  limites  w/5  ojv,  et  de  conserver  tous  les 
autres.  On  y  parviendra  en  multipliant  l'élément  (5)  de  l'inté- 
grale (3)  par  un  restricteur  I  qui  ait  la  double  propriété  de  se 
réduire  à  l'unité  quand  la  valeur  de  w  tombe  entre  les  limites  a»,,  (o(/, 
et  à  zéro  dans  le  cas  contraire.  On  aura  donc 

/      .../      l<£de1dcî...de 


Ajoutons  que  la  valeur  de  I  pourra  se  déduire  de  la  formule  (i(>) 
ou  (17)  du  §  I.  On  pourra  donc  prendre 

(8)  l  =  —  f   '  f    tJi'*-o»>chd6. 

Si  les  quantités  &,,  /i.,,  . . . ,  kn  sont  déduites  d'observations  ou  d'ex- 
périences de  même  nature,  qui  comportent  les  mêmes  facilités  d'er- 
reurs, les  fonctions 

deviendront  toutes  égales;  et,  en  désignant  par  f(e)  l'une  quelconque 
d'entre  elles,  on  aura 

(9)  *  =  f(e,)f(«t)---f(e«). 

Alors  aussi  les  limites  inférieures  et  supérieures  des  intégrales  (2) 
ne  varieront  pas  dans  le  passage  d'une  intégrale  à  l'autre,  et,  en  dési- 
gnant toujours  ces  limites  à  l'aide  des  lettres  1,  /,,  on  aura 

(.0)  p=ff  ■■•  f  I*A*t-*»- 

OEuvres  de  C.  —   S.   I,  t.  XII.  12 
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Si  l'on  ne  peut  assigner  a  priori  aucune  limite  inférieure  ni  supé- 
rieure aux  erreurs  e,,  e2,  .  •  • ,  e,„  la  formule  (10)  donnera 

(ii)  P=f~fm-'-fl<2  de,  de,  ■  ■  ■  dzn. 

Enfin,  si  l'on  veut  que  l'erreur  co  tombe  entre  deux  limites  égales  aux 

signes  près,  mais  affectées  de  signes  contraires,  et  si  l'on  pose  en 

conséquence 

(ù,=—v,       w„—j, 

u  étant  une  quantité  positive,  la  formule  (8)  donnera 

f      e^-")>d-dO. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  l'erreur  co  est  une  fonction 
linéaire  des  erreurs  et,  e2 tn,  et  où  l'on  a,  par  suite, 

(l3  )  &),  =  >,,£!  +  ).2c2-t-.  . .  -+-  lns.„, 

A,,  X2,  ...,  "kn  étant  des  facteurs  constants.  Dans  ce  cas,  en  posant, 
pour  abréger, 

(i4)  <k=  f  e-M£if(e)de, 

et  en  nommant  xf,  JU,  ••*»  =*»«  CG  qui'  devient  a  quand  on  y  rem- 
place successivement  la  lettre  ~k  par  lès  facteurs  À,,  A2,  ...,  A„,  on 
tirera  des  formules  (8)  et  (io) 

( 1 5 )  P  =  —  f     f   4,.u... Xn e^ i rfr rf0. 

Si  d'ailleurs  on  n'assigne  a  priori  aucune  limite  aux  erreurs  e,, 
e2,  . . . ,  en,  et  si  l'on  veut  que  l'erreur  co  tombe  entre  les  limites  —  u, 
-I-  u,  les  formules  (i4)  et  (i5)  donneront 

(16)  JU  =  f   e-^if(e)rfe, 

(  i  ;  )  ]>  ^  ~z  f     f    Jt»  ^2  •  •  •  ^«  e°Ti  ^  ^0. 
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De  plus,  l'équation  (i),  à  laquelle  devra  satisfaire  la  fonction  f(e) 
donnera 

(.8)  r"f(e)rfs  =  i. 

J  —  » 

Si  l'on  suppose,  en  particulier, 
('9)  ,f(0  =  Ke-l6!, 

k,  K  étant  deux  constantes  positives,  on  tirera  de  la  formule  Çi8) 


et  l'équation  (17)  donnera 


(20)  P=  -L   f    e-^de, 


la  valeur  de  s  étant  déterminée  par  les  formules 

(21)  '~V         A  =  Xï  +  X«  +  ...+  Xi. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire, 

(22)  f(£)  =  Ke-'^, 
on  tirera  de  la  formule  (18) 


K=*. 


et  l'équation  (17)  donnera 

(23)         p  =  2  "r" 


((-¥)(-¥)-(-¥)) 


le  signe  r  du  calcul  des  résidus  étant  relatif  à  la  variable  0. 
Si,  dans  la  formule  (23),  on  pose  n  =  2,  elle  donnera 


(24  )  P  =  I ? 1TZ1T2~      -  ' 

A 1        A  2 
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Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  sup- 
posons que  l'on  veuille  déterminer  les  valeurs  des  m  inconnues  x, 
y,  . ..,  v,  w  liées  aux  quantités  klt  k2,  ...,  kn,  par  n  équations 
approximatives  de  la  l'orme 

(a5)  atx+  biy-h.  .  .  4-  giV  -+- htw  —  kh 

I  étant  l'un  quelconque  des  nombres  entiers  i ,  2,  . . .,  n,  et  n  étant 
supérieur  à  m.  Pour  obtenir  la  valeur  de  x,  il  suffira  de  multiplier 
chaque  équation  par  un  certain  facteur  \,  puis  d'ajouter  l'une  à 
l'autre  les  diverses  formules  ainsi  obtenues,  en  choisissant  les  fac- 
teurs A  de  manière  que,  dans  l'équation  finale,  le  coefficient  de  a;  se 
réduise  à  l'unité,  et  ceux  de  y,  z,  . . . ,  w  à  zéro.  Si,  pour  abréger,  on 
indique,  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  S,  une  somme  de  termes 
semblables  les  uns  aux  autres,  la  valeur  de  x  sera 

(26)  ^c  =  S>.//./, 

les  facteurs  \{,  )u,  . . . ,  A„  étant  déterminés  par  les  formules 

(27)  Sa/l,=  i,         Sù/l/—o,         ...,         S/(/>./=o; 

et,  si  l'on  nomme  toujours  it  l'erreur  que  comporte  ktt  l'erreur  \  que 
comportera  la  valeur  de  x  sera,  en  vertu  de  la  formule  (26), 

(28)  Ç  =  SX,e,. 

D'autre  part,  si  l'on  ne  peut  assignera  priori  à  l'erreur  zt  aucune 
limite  inférieure  ni  supérieure,  et  si  la  loi  de  facilité  des  erreurs  est 
celle  qu'exprime  la  formule  (19),  la  probabilité  de  la  coïncidence  de 
l'erreur  \  avec  une  quantité  comprise  entre  les  limites  —  u,  u  sera  la 
valeur  de  P  que  donne  la  formule  (20),  et  qui  croît  pour  des  valeurs 
décroissantes  de  la  somme 

1 29)  a  =  s>.;. 

Donc  la  valeur  de  x  la  plus  probable  sera  celle  qui  correspondra  à  la 
valeur  minimum  de  A,  et  qui  sera  déterminée  par  la  formule 

(3o)  SX,eft/=o, 
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jointe  aux  équations  (27)  desquelles  on  tire 

(3i)  §a/d)./=  o,         Sb;  dl,  —  o,  ...,         S///  dl,—.  o. 

Or  les  formules  (3o)  et  (3i)  devant  se  vérifier,  quelles  que  soient 
parmi  les  différentielles  dXt,  d"k.2,  ...,  d\n  celles  qui  resteront  arbi- 
traires, il  en  résulte  que  \  devra  être  de  la  forme 

(32)  ^=fl/a  +  6,6  +  ...+  A,ïi, 

a,  £,  ...,  y]  désignant  m  coefficients  nouveaux  dont  les  valeurs  pour- 
ront être  déduites  des  formules  (27).  Il  en  résulte  aussi  que  la  valeur 
la  plus  probable  de  x  sera  fournie  par  l'équation 

(33)  x  =  *Ar+§r  +  ...-hnW=o, 

si,  en  posant,  pour  abréger, 

K/=  ki —  ata>  —  b/y  —  ...  —  h/W, 
on  prend 

(34)  Ar=Sa'tKh        V=$b/K!,         ...,         W  =  $hlKl. 

Si  à  la  variable  x  on  substitue  l'une  des  variables  y,  z,  . . . ,  w,  l'équa- 
tion (33)  gardera  la  même  forme,  les  coefficients  a,  £,  . . . ,  y]  n'étant 
plus  les  mêmes;  et  par  suite  les  valeurs  les  plus  probables  de  x, 
y,  . . . ,  v,  useront  généralement  celles  qui  vérifieront  les  formules 

(35)  X-o,         Y—o,         ...,         V—o,         )V=o, 

c'est-à-dire  celles  que  fournit  la  méthode  des  moindres  carrés. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  résulte  que  la  méthode  des  moindres 
carrés,  appliquée  à  la  résolution  d'équations  linéaires  dont  le  nombre 
surpasse  celui  des  inconnues,  fournira  toujours  les  résultats  les  plus 
probables,  si,  la  loi  de  facilité  étant  la  même  pour  les  diverses  erreurs 
que  comportent  les  quantités  fournies  par  les  expériences  ou  les  obser- 
vations, on  ne  peut  assigner  à  ces  erreurs  aucune  limite  inférieure  ni 
supérieure,  et  si  d'ailleurs  la  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre 
deux  limites  infiniment  voisines  est  proportionnelle  à  une  exponen- 
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tielle  népérienne  dont  l'exposant  soit  le  produit  d'un  coefficient  né- 
gatif par  le  carré  de  cette  même  erreur.  Lorsque  ces  conditions  ne 
sont  pas  remplies,  la  méthode  des  moindres  carrés  peut  fournir  pour 
les  inconnues  x,  y,  s,  . . . ,  v,  w  des  valeurs  qui  diffèrent  sensiblement 
des  valeurs  les  plus  probables.  C'est  effectivement  ce  que  l'on  peut 
conclure  des  formules  établies  dans  ce  Mémoire,  et  ce  que  j'expli- 
querai plus  en  détail  dans  un  prochain  article. 


52fi. 

Calcul  des  probabilités.  —  Sur  les  résultais  moyens  d'observations 
de  même  nature,  et  sur  les  résultats  les  plus  probables. 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.  198  (8  août  i853). 

Supposons  m  inconnues  liées,  par  n  équations  linéaires  et  approxi- 
matives, a  n  quantités  fournies  par  des  observations  de  même  nature, 
et  dont  chacune  comporte  une  certaine  erreur  1.  On  pourra,  de  ces 
équations  multipliées  par  certains  facteurs  ~k,,  X2,  . . .,  Xft,  puis  ajou- 
tées entre  elles,  déduire  une  équation  finale  propre  à  déterminer  la 
première  inconnue  x,  et  la  valeur  de  x  ainsi  trouvée  sera  ce  qu'on 
appelle  un  résultat  moyen.  Si  l'on  connaît  la  loi  de  facilité  as  l'erreur  1 
et  les  limites  entre  lesquelles  cette  erreur  est  certainement  comprise, 
on  pourra,  des  formules  établies  dans  le  précédent  Mémoire,  déduire 
la  probabilité  P  de  la  coïncidence  de  l'erreur  H,  que  comportera  le 
résultat  moyen,  avec  une  quantité  numériquement  inférieure  à  une 
certaine  limite  u.  Cette  probabilité  varie  avec  les  facteurs  ÀnX2, ...,  X„ 
que  l'on  peut  choisir  de  manière  à  obtenir  la  plus  grande  valeur  pos- 
sible de  P;  el  à  celte  plus  grande  valeur  de  P  correspondra  la  valeur  la 
plus  probable  de  x,  qui  dépendra  généralement  de  la  limite  u  et  de  la 
fonction  f(e)  propre  à  représenter  la  loi  de  l'erreur  e.  D'ailleurs, 
s  venant  à  croître,  la  fonction  f(e)  peut  décroître  assez  rapidement 
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pour  qu'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  négliger  les  valeurs  de  celle 
fonction  correspondantes  à  des  valeurs  de  t.  situées  hors  des  limites 
entre  lesquelles  l'erreur  £  est  certainement  comprise.  C'est  à  ce  cas 
spécial  que  se  rapporte  le  présent  Mémoire;  et,  en  supposant  remplie 
la  condition  qui  vient  d'être  énoncée,  j'établis  les  formules  très 
simples  qui  déterminent  la  valeur  la  plus  probable  de  l'inconnue  x. 

D'après  ces  formules,  la  valeur  de  x  la  plus  probable  ne  deviendra 
indépendante  de  la  valeur  assignée  a  la  limite  u  que  pour  une  forme 
spéciale  de  la  fonction  f(s),  qui  renferme  deux  constantes  arbi- 
traires c,  N.  De  ces  deux  constantes,  la  seconde  N  est  la  seule  qui 
serve,  avec  les  coefficients  des  inconnues  dans  les  équations  données, 
à  déterminer  les  facteurs  X,,  X2,  ...,  \n.  Si  on  la  suppose  réduite  au 
nombre  2,  les  résultats  moyens  les  plus  probables  seront  précisémeni 
ceux  que  fournirait  la  méthode  des  moindres  carrés.  Mais  il  en  sera 
tout  autrement  si  le  nombre  N  cesse  d'être  égal  à  2.  Concevons,  pour 
fixer  les  idées,  que  les  inconnues  se  réduisent  à  une  seule  x,  et  que 
les  coefficients  de  cette  inconnue,  dans  les  équations  données,  soient 
inégaux;  alors  la  valeur  la  plus  probable  de  l'inconnue  x  sera  fournie, 
si  l'on  suppose  N=  1,  par  une  seule  des  équations  données,  savoir, 
par  celle  dans  laquelle  le  coefficient  de  x  offrira  la  plus  grande  valeur 
numérique,  et,  si  l'on  suppose  N  très  grand,  par  l'équation  finale 
qu'on  obtiendra  en  ajoutant  l'une  à  l'autre  les  équations  données, 
préparées  de  manière  que  dans  chacune  d'elles  le  coefficient  de  as- 
soit positif. 

§  I.  —  Considérations  générales  sur  la  probabilité  des  résultats  moyens, 
et  sur  les  résultats  les  plus  probables. 

Soient,  comme  dans  le  précédent  Mémoire, 

/,,  k.,,  . . . ,  klt  des  quantités  fournies  par  l'observation  ; 
£,,  e2,  . . . ,  ïn  les  erreurs  qu'elles  comportent; 
/  l'un  quelconque  des  nombres  entiers  1,2,...,//; 
1,  x  les  limites  inférieure  et  supérieure  entre  lesquelles  l'erreur  1,  est 
certainement  comprise; 
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f(e)  de  la  probabilité  de  la  coïncidence  de  l'erreur  z(  avec  une  quantité 
comprise  entre  les  limites  infiniment  voisines  z,  z  ■+-  de. 

Supposons  encore  que,  m  inconnues  ce,  y,  ...,  v,  w  étant  liées  aux 
quantités  k,,  #2,  . . . ,  kn  par  n  équations  approximatives  de  la  forme 

(i)  a,x  +  b,y  +.  .  .  +  gtv  +  hlwz=kh 

on  tire  de  ces  équations  multipliées  par  certains  facteurs,  puis  ajou- 
tées entre  elles,  la  valeur  de  l'inconnue  x;  et  nommons  A,,  X2,  . . . ,  A„ 
ces  facteurs,  choisis  de  manière  que  l'on  ait 

(a)  Sfl/X/=i,         Sb/Ai=o,         ...,         S/i/>./=o, 

la  lettre  caractéristique  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables 
les  uns  aux  autres.  La  valeur  trouvée  de  l'inconnue  x  et  l'erreur  \ 
que  comportera  cette  valeur  seront 

(3)  pe  =  Sl,ki,        \  —  S  >./£/. 

Soit  maintenant  P  la  probabilité  de  la  coïncidence  de  l'erreur  ç 
avec  une  quantité  renfermée  entre  deux  limites  données  co,  cotf,  et 
posons,  pour  abréger, 

(4)  o{0)  =  f  e?-^f(ç)de, 

5)  *(0)  =  o{l/j)  'Aj./i)..  .  ®(ln6). 

On  aura 

(6)  ?(o)=i, 

(7)  *(<>)-- i, 

el  lit  formule  (î  5)  de  la  page  90  donnera 

Considérons  spécialement  le  cas  où  l'on  aurail 

1  =  —  x,  oj,  =  —  y,  G).  =  y, 
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u  étant,  ainsi  que  x,  une  quantité  positive,  et,  de  plus, 

(9)  f(-e)  =  f(0- 

Dans  ce  cas  spécial,  la  formule  (4)  donnera 

(10)  ?(0)  =  2  f     f(e)cOS0eds, 

■A» 

et  la  formule  (17)  de  la  page  90  donnera 
P  =  -  f  f  *(9)cos0TdTd0 
(»)  =-jf      -g-GWdfl 

r  *(0)d9— -^  f  0s«i>(e)d0+...i, 

(12)  DVP=  -   f    $(Ô)cos0t;d9. 

Si  l'on  ne  peut  assigner  à  il  aucune  limite  inférieure  ni  supérieure, 
on  aura  x  =  00,  et  par  suite  la  formule  (10)  donnera 

(i3)  ?(0)  =  a  f    f(£)cos0£d£. 

"  0 

Au  reste,  la  formule  (i3)  comprend,  comme  cas  particulier,  la  for- 
mule (10)  que  l'on  en  tire,  en  réduisant  f(s)  à  une  fonction  discon- 
tinue qui  s'évanouisse  constamment,  pour  des  valeurs  de  s  supé- 
rieures à  x. 

Si  la  fonction  f(e),  sans  être  discontinue,  devient  très  petite,  et 
décroît  très  rapidement  pour  des  valeurs  de  e  supérieures  à  x,  en  sorte 
qu'on  ait  sensiblement 

f    f(e)de  =  o, 

alors,  la  valeur  numérique  de  l'intégrale  /  f(e)  cosGsdE,  toujours 
inférieure  à  celle  de  l'intégrale   /     f(e)de,  puisqu'on  a  constamment 
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f(e)  >  o,  sera  elle-même  très  petite,  et  par  suite,  dans  la  détermina- 
tion de  la  fonction  <p(6),  on  pourra,  sans  erreur  sensible,  substituer 
la  formule  (i3)  à  l'équation  (10). 

Observons  encore  que  les  équations  (i),  (2),  (3)  ne  sont  pas  alté- 
rées, quand  chacune  des  quantités 

a,,     bh      .  .  . ,     g,,     k,,     li 

vient  à  changer  de  signe.  11  en  résulte  que,  dans  le  cas  où  la  condi- 
tion (9)  est  vérifiée,  on  peut  se  borner  à  déduire  des  formules  (5) 
et  (11),  jointes  à  la  formule  (10)  ou  (i3),  les  valeurs  de  P  correspon- 
dantes à  des  valeurs  positives  des  facteurs  \{,\2,  . . . ,  ~K„. 

Observons  enfin  que  de  la  formule  (i3)  on  peut  déduire,  non  seu- 
lement la  fonction  o(0),  lorsque  l'on  connaît  la  fonction  f(e),  mais 
réciproquement  la  fonction  f(e),  lorsque  l'on  connaît  9(6).  En  effet, 
multiplions  les  deux  membres  de  cette  formule  par  cosGx,  puis  inté- 
grons par  rapport  à  0  entre  les  limites  0  =  o,  ô  —  00.  Alors,  en  rem- 
plaçant t  par  1,  nous  trouverons 

04)  f(e)  =  -   f  'œ(0)cosfed0. 

Pareillement,  on  tirera  de  la  formule  (1 1) 

(i5)  *(t)=/    cosut.DuP(1u. 

■A» 

La  probabilité  P,  déterminée  par  la  formule  (ti),  dépend  généra- 
lement de  la  forme  assignée  à  la  fonction  f(e)  et  des  valeurs  attri- 
buées, non  seulement  aux  facteurs  X(,  X2,  ...,  X„,  mais  encore  à  la 
quantité  positive  u.  En  supposant  invariable  la  forme  de  la  fonction 
f(e)  et  la  valeur  de  u,  on  peut  demander  quelles  valeurs  il  convient 
d'attribuer  aux  facteurs  X,,  \,  . . . ,  \lf  pour  que  la  valeur  de  P  soit  la 
plus  grande  possible,  ou,  en  d'autres  termes,  pour  que  la  première 
des  équations  (3)  fournisse  la  valeur  de  x  la  plus  probable.  Or,  si  l'on 
désigne  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  0  des  variations  corres- 
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pondantes  attribuées  aux  quantités  A,,  X2,  ...,  À,,,  P,  et  si  P  est  une 
fonction  continue  de  X,,  X2,  ...,  A„,  il  suffira  ordinairement,  pour 
obtenir  le  maximum  de  P,  d'assujettir  À,,  X2 A„  à  la  condition 

(i6)  ÔP=o, 

quelles  que  soient,  d'ailleurs,  celles  des  variations  oÀ,,  SX,,  ...,  o\t 
qui  resteront  arbitraires,  quand  on  aura  égard  aux  formules  (2)  cl, 
par  conséquent,  aux  suivantes  : 

(17)  Sa/ol/^o,         S6/ô),/  =  o,         ...,         Sh/èl/~o. 

Donc,  pour  obtenir  le  maximum  de  P,  il  suffira  ordinairement  d'ex- 
primer A,,  A2,  . . . ,  A„  en  fonction  de  m  nouveaux  facteurs  a,  6,  ... ,  yj, 
à  l'aide  d'équations  de  la  forme 

(18)  D>i(P  =  aty.  -h  b,5  +  .  .  . -t-  h,-n, 

puis  de  déterminer  ces  nouveaux  facteurs,  à  l'aide  des  formules  (2) 
jointes  à  la  formule  (18). 

§  II.  —  Sur  les  conditions  à  remplir  pour  que  les  résultats  les  plus  probables 
deviennent  indépendants  des  limites  assignées  aux  erreurs  qu'ils  com- 
portent. 

Soient  toujours  \  l'erreur  que  comporte  la  valeur  trouvée  de  l'in- 
connue x,  et  P  la  probabilité  de  la  coïncidence  de  cette  erreur  avec 
une  quantité  comprise  entre  les  limites  —  u,  -+-  u.  Admettons  d'ail- 
leurs, comme  nous  l'avons  fait,  pour  les  erreurs  que  comportent  les 
quantités  fournies  par  l'observation,  une  loi  de  facilité  représentée 
par  une  fonction  f(s)  qui  reste  invariable  quand  l'erreur  s  change  de 
signe,  et  qui  décroisse  très  rapidement  pour  des  valeurs  croissantes 
de  cette  même  erreur.  La  probabilité  P  sera  donnée  par  la  formule  (1 1) 
du  §1,  et  si,  en  supposant  P  fonction  continue  des  facteurs  X,,A2, ...,  A„, 
on  veut  faire  en  sorte  que  P  devienne  un  maximum,  on  devra  les  déter- 
miner à  l'aide  de  la  formule 

(1)  SP  =  o, 
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dans  laquelle  gP  représente  la  variation  de  P  correspondante  aux 
variations  SX,,  gX2,  . . . ,  oAn  des  facteurs  X,,  X,,  . . . ,  An.  D'ailleurs,  les 
valeurs  de  X,,  X2,  ...,  X„  déduites  de  la  formule  (i),  combinée  avec 
les  formules  (17)  du  §  I,  et,  par  suite,  la  valeur  la  plus  probable  x  de 
l'inconnue  x,  dépendront,  en  général,  des  valeurs  attribuées,  non 
seulement  aux  coeffîcienls 

a,,     ù/,      ...,     h,,     kh 

que  renferment  les  équations  données,  mais  encore  à  la  quantité 
positive  u;  et  si  l'on  veut  que  x  devienne  indépendant  de  u,  il  faudra 
que,  u  venant  à  varier,  la  relation  établie  par  la  formule  (t)  entre  les 
quantités  SX,,  oX2,  ...,  okn  demeure  invariable;  en  d'autres  termes, 
il  faudra  que  l'on  ait 

(2)  D,3P  =  o. 

Mais,  eu  égard  à  la  formule  (i5)  du  §  I,  l'équation  (2)  entraînera  la 
suivante 

(3)  **(t)  =  o, 

quelle  que  soit,  d'ailleurs,  la  valeur  attribuée  à  t.  Donc,  si  la  valeur 
la  plus  probable  x  de  l'inconnue  x  devient  indépendante  de  u,  alors 
à  la  formule  (1)  on  pourra  substituer  l'équation  (3)  qui,  subsistant 
quel  que  soitT,  s'accordera  nécessairement  avec  la  suivante  : 

(4)  ô<l>(i)  =  o. 
D'autre  part,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(5)  w(5)  =  I)lî|p  =  D9l9(0), 
on  aura  identiquement 

(6)  o(I)(T)  — (I)(r)Sro(/./r)ô/./, 
et  par  suite  les  formules  (3),  (4)  donneront 

(7)  Sm(l/~)ol/=zOr 

(8)  Sc7(/./)o//   =.0. 
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Or,  pour  que  les  équations  (7)  et  (8)  s'accordent  entre  elles,  il  faudra 
que  l'on  ait 

gjQ.iz)        gt(à2t)  57(Â„t) 


(9) 


in (li)   '  '   gj(à2)    "  "   ct(X„) 


Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  (8),  jointe  aux  formules  (17) 
du  §  I,  déterminera  les  facteurs  A,,  X2,  . . . ,  À„  en  fonction  des  coeffi- 
cients ah  b{,  . . . ,  ht.  Si  ces  coefficients  viennent  à  varier,  X, ,  À2,  . . . ,  ~ka 
varieront  par  suite,  et  si,  pendant  qu'ils  varient,  la  valeur  la  plus  pro- 
bable x  de  l'inconnue  x  reste  indépendante  de  u,  alors,  de  la  for- 
mule (9)  qui  ne  cessera  pas  d'être  vérifiée,  on  en  conclura  qu'un 
rapport  de  la  forme 

p  g?) 

CT(X) 

offre  une  valeur  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  A.  On  aura 
donc  alors 

1     \  ct(>.t)  _  m(z) 

{i0)  bt(A)   ""  gj(i) 

et,  par  suite,  en  supposant  t  positif, 

(.1)  ET(T)=T*m(l), 

M  étant  une  quantité  constante.  Cela  posé,  la  formule  (5)  donnera, 
pour  des  valeurs  positives  de  0, 

(12)  <p(0)  =  «-»*", 

les  valeurs  de  N,  c  étant 

«KO 


JV=M+i,        c=  — 


JV 


D'ailleurs,  la  valeur  de  ç(0)  étant  déterminée  par  la  formule  (12),  la 
formule  (14)  du  §  I  donnera 

s%  se 

(i3)  f(£)=-  /     e-c6iVcos0£d0. 

Ainsi  la  loi  de  facilité  des  erreurs  que  comportent  les  observations 
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devra  être  une  dos  lois  que  suppose  la  formule  (i3),  si  l'on  veut 
que  la  valeur  la  plus  probable  de  chaque  inconnue  devienne  indé- 
pendante des  limites  assignées  à  l'erreur  que  comporte  cette  valeur 
même. 

Supposons  maintenant  la  valeur  de  f(e)  déterminée  par  la  for- 
mule (i3);  alors,  en. attribuant,  comme  on  peut  le  faire,  des  valeurs 
positives  aux  facteurs  X,,  A2,  ...,  \n,  on  tirera  de  l'équation  (12), 
jointe  aux  formules  (5)  et  (1 1)  du  §  1, 

(i4) 
et 


(i5) 


lp^X' 


*(0)  =  «-*•* 


2U         I 

~ït  I 

NsN 


e 


N 


v     1 


-r(A 


la  valeur  de  s  étant  déterminée  par  les  formules 

(16)  sr=cA,        A  =  )*-t- A? -*-... +  /.;)'. 

Alors  aussi  P  croîtra  pour  des  valeurs  croissantes  des  deux  quan- 
tités s,  A,  et  l'équation  (8)  donnera 

(17)  '  8Xf-4»,  =  o. 

Donc  à  la  formule  (18)  du  §  I  on  pourra  substituer  celle-ci  : 

(18)  ï*-'  =  atGC-r-b/ë^...  +  /<rn. 

Si  l'on  suppose  les  inconnues  réduites  à  une  seule  x,  alors,  après 
avoir  préparé  les  équations  données  de  manière  que  le  coefficient  at 
soit  toujours  positif,  on  tirera  de  l'équation  (18) 


X 


JV— 1  . 


a, a, 


„A  —  1  „A  —  I 


(19) 

(20)  h 

et  de  l'équation  (20),  jointe  à  la  formule  Sai\  =  1, 

(2.) 


jv— 1. 


s« 


JV 
IV-  I 
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Alors  aussi,  pour  obtenir  l'équation  finale  qui  fournira  la  valeur  de  x 
la  plus  probable,  il  suffira  d'ajouter  Tune  à  l'autre  les  équations  don- 
nées, après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  les  divers  termes 

de  la  suite 

i  i  _j 

(22)  a)-\     <-',      ...,     al~\ 

Si  l'on  réduit  l'exposant  N  au  nombre  2,  l'équation  (i3)  donnera 

(23)  f(e)—  (-Y*-*** 


la  valeur  de  k  étant 

2  V'C 

alors  aussi  la  formule  (18),  réduite  à 

(2^)  >.|  =  avx  4-  6,6  -+-.  .  .+  /ix-n, 

conduira  précisément  aux  résultats  que  fournit  la  méthode  des 
moindres  carrés,  ce  qui  s'accorde  avec  les  conclusions  auxquelles 
nous  sommes  parvenu  dans  le  Mémoire  précédent. 

Si  l'on  réduit  l'exposant  N\\  l'unité,  on  tirera  de  l'équation  (i3) 

(25)  f(e] 


71    I  H-  k'2  £■ 


la  valeur  de  k  étant  -•  Alors  aussi,  en  supposant  les  coefficients  «,, 

a2,  ...,  a„  inégaux,  et  désignant  par  a,  le  plus  grand  de  tous,  on 

tirera  des  formules  (20),  (21)  de  très  petites  valeurs  des  rapports  ^> 

"    ...,  -i.  Donc  alors,  si  les  inconnues  se  réduisent  à  une  seule  a?, 

A,  À", 

la  valeur  de  x  la  plus  probable  sera  celle  que  fournira  la  seule  équa- 
tion 

Enfin,  si  l'exposant  iV  devient  très  grand,  les  divers  termes  de  la 
suite  (22)  se  réduiront  sensiblement  à  l'unité.  Donc  alors,  si  les 
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inconnues  se  réduisent  à  une  seule  x,  la  valeur  de  x  la  plus  probable 
se  tirera  de  la  formule  qu'on  obtient,  quand  on  ajoute  entre  elles  les 
équations  données  préparées  de  manière  que  les  coefficients  de  l'in- 
connue x  dans  les  premiers  membres  soient  tous  positifs. 

M.  Augustin  Cauchy  présente  aussi  un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Sur 
les  résultats  moyens  d'un  très  grand  nombre  d'observations. 


527. 

Calcul  des  probabilités.  —  Sur  la  probabilité  des  erreurs  qui  affectent 
des  résultats  moyens  d' observations  de  même  nature. 

C.  R.,  T.  XXXVIL  p.  264  (16  août  i853). 

§  I.  —  Sur  la  probabilité  des  erreurs  qui  affectent  des  quantités  déterminées 
par  des  observations  de  même  nature. 

Soient,  comme  dans  le  précédent  Mémoire, 

kt,  k2,  ...,  kn  des  quantités  fournies  par  des  observations  de  même 

nature; 
£,,  e2,  . .. ,  s„  les  erreurs  qu'elles  comportent; 
/  l'un  quelconque  des  nombres  entiers  1,  2,  3,  . . . ,  n. 

Supposons,  d'ailleurs,  les  erreurs  positives  ou  négatives  également 
probables,  et  soient,  dans  cette  hypothèse, 

—  x,  x  les  limites  entre  lesquelles  l'erreur  tt  est  certainement  com- 
prise; 

f(e)  ai  la  probabilité  de  la  coïncidence  de  cette  erreur  avec  une  quan- 
tité renfermée  entre  les  limites  infiniment  voisines  e,  1  -+-  de. 

La  fonction  f(s),  que  nous  nommerons  Yindice  de  probabilité  de  l'er- 
reur 1,  pourra  être  transformée  en  une  intégrale  définie  à  l'aide  de  la 
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formule 

(i)  f(e)  =-  f    9(0)cos0ed0, 

dans  laquelle  on  aura 

(2)  9(0)  =  2  f   f(e)cos06ds. 

La  fonction  <p(0),  que  détermine  la  formule  (2),  est  donc  liée  à 
la  probabilité  f(e),  de  telle  sorte  que,  l'une  de  ces  fonctions  étant 
donnée,  l'autre  s'en  déduit.  D'ailleurs,  si,  dans  la  formule  (2),  on 
pose  0  =  o,  on  aura 

(3)  9(0)  =  1 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4)  zf  f(e)de  =  i. 

La  fonction  9(6)  étant  supposée  connue,  on  peut  sans  peine  en 
déduire,  non  seulement  la  valeur  de  f(e),  c'est-à-dire  l'indice  de  pro- 
babilité de  l'erreur  t,  mais  encore  la  probabilité  P  de  la  coïncidence 
de  l'erreur  zt  avec  une  quantité  renfermée  entre  les  limites  —  e,  e.  En 
effet,  cette  dernière  probabilité  sera  évidemment  représentée  par  l'in- 
tégrale 

f  f(0)'d0  =  a  f  f(0)d0 

■'—S  *  0 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  double  de  l'intégrale 

/f(e)de, 

prise  à  partir  de  t  =  o.  D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (1),  cette 
dernière  intégrale  sera  équivalente  à 


rn\sm(je    \n 


On  aura  donc 


i-\  r»        2    f"     //in  sin0e   ,, 

(o)  tcJ      ?(0)— g— d0. 
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Soit  maintenant 

(6)  w  =  X, 64  +  ^262  +  . .  .-hX„£,j 

une  fonction  linéaire  des  erreurs  e,.  t2,  ....  zn.  La  probabilité  P  de 
la  coïncidence  de  l'erreur  co  avec  une  quantité  renfermée  entre  les 
limites  —  u,  u  sera  fournie  par  une  équation  analogue  à  la  for- 
mule (5),  savoir  par  celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  la  limite  1 
par  la  limite  u,  et  la  fonction  ©(0)  par  la  fonction 

(7)  4>(tf)  =  G>(>.10)9(M)...c?(>.,/J). 
On  aura,  en  conséquence, 


M. 


(s)  P=ifyw«¥ 

En  d'autres  termes,  on  aura 

(9)'  P=f   F(r)dr, 

"  u 

la  forme  de  la  fonction  qu'indique  la  lettre  F  étant  déterminée  par 
l'équation 

(10)  F(u)  =  -  f   0>(ô)cos<?jcI9. 

Cela  posé,  le  produit  F(u)du  représentera  la  probabilité  de  la  coïn- 
cidence de  l'erreur  co  avec  une  quantité  renfermée  entre  les  limites 
infiniment  voisines  u,  u  -h  du,  et  le  premier  facteur  de  ce  produit  ou 
la  fonction  F(u)  sera  ce  que  nous  nommerons  Yindice  de  probabilité 
de  l'erreur  u,  considérée  comme  une  valeur  particulière  de  co.  L'indice 
de  probabilité  d'une  valeur  nulle  de  co  sera  donc 


[u)  V^o)  =  l  f'*(°) 


dtf. 


Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  co  se  réduit  à  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  erreurs  £,,  e2,  ...,  i„,  et  où  l'on  a,  par  suite, 

£|-f-£2  +  ...-4-£„ 
(12)  W  — > 


EXTRAIT  N°  527.  107 

la  formule  (7)  donne  simplement 


(i3)  O>(0) 


['$]'■ 


Les  formules  (7),  (8),  (9)  et  (io)  font  dépendre  les  quantités  F(o) 
et  P  de  la  fonction  cp(ô)  déterminée  elle-même  par  la  formule  (2). 
D'ailleurs,  de  cette  dernière  formule  on  peut  en  déduire  plusieurs 
autres  qui  peuvent  lui  être  substituées  plus  ou  moins  utilement,  sui- 
vant qu'on  attribue  à  la  variable  positive  0  des  valeurs  plus  ou  moins 
grandes. 

Remarquons  d'abord  qu'on  tire  de  l'équation  (2),  en  ayant  égard  à 

la  formule  cos.r  =  1  —  2  sin2-> 

2 

(i4)  9(9)  —  \—Ç   (asin—  \  f(e)de 

et,  en  intégrant  par  parties, 

f(x)sin0x—  f  f'(e)  sinfcds 
(.5)  ?(9)  =  a—  —*£- 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  ce  une  variable  positive  et  y^(x)  une 
fonction  qui,  s'évanouissant  pour  x  —  o,  demeure  continue,  avec 
sa  dérivée  y^'(x),  pour  des  valeurs  de  x  inférieures  à  une  certaine 
limite,  on  aura,  comme  on  sait,  pour  de  telles  valeurs  de  x, 

l{x)  =  x  x'(ïj  x), 

y]  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  II  en  résulte,  par  exemple, 
que,  pour  des  valeurs  de  x  très  petites,  s'mx  est  le  produit  de  x  par 
un  facteur  compris  entre  les  limites  1,  cosa?;  que,  pareillement, 
l(i  —  x)  est  le  produit  de  —  x  par  un  facteur  compris  entre  les 
limites  1,  -     —  >  et  que,  par  suite,  en  nommant  p  un  tel  facteur,  on  a 

1  —  x  =  e~  Px. 
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Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


(16) 


=  f    £2f(£)d£, 
*■  0 


et  si,  d'ailleurs,  on  attribue  à  la  variable  positive  0  une  valeur  assez 
petite  pour  que  le  produit  Ox  soit  lui-même  très  petit,  on  verra  la 
valeur  de  <p(0)  donnée  par  la  formule  (i5)  se  réduire  sensiblement  à 
l'exponentielle  e~c9\  et  l'on  conclura  de  cette  formule  qu'on  a  en  toute 


rigueur 


(,7)  «p(0)  =  e-îe', 

ç  étant  le  produit  de  la  constante  c  par  un  facteur  renfermé  entre  les 
limites 

(.8)  cos2-, 


i  —  /     (2  sin—  j   f(e)ds 


et  à  plus  forte  raison  entre  les  limites 

1  [Qx 


(19) 


2  V  2  /         1  —  CÔ2x- 


La  formule  (17)  permet  d'obtenir  facilement  une  valeur  très  appro- 
chée de  la  fonction  o  (0),  dans  le  cas  où  0  et  Gx  sont  très  petits. 

Si,  au  contraire,  on  attribue  à  0  une  valeur  qui  ne  soit  pas  très 
petite,  alors,  la  valeur  de  ç  n'étant  plus  très  voisine  de  la  constante  c, 
la  formule  (17)  devra  être  abandonnée.  Mais  alors,  surtout  si  6  devient 
très  grand,  on  pourra  utilement  recourir  à  la  formule  (i5).  Considé- 
rons, pour  fixer  les  idées,  le  cas  où  la  fonction  f(e)  décroît  constam- 
ment, tandis  que  la  variable  e,  supposée  positive,  croît  à  partir  de 
zéro.  Dans  ce  cas,  f'(e)  étant  négatif,  la  formule  (i5)  fournira  immé- 
diatement une  limite  supérieure  de  <p(0)  et  donnera 

do)  ^X^- 

Pour  montrer  une  application  des  formules  que  nous  venons  d'ob- 
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tenir,  appliquons-les  à  la  détermination  de  la  quantité  F(u),  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  la  détermination  de  l'intégrale 

(21)  /     O(5)cos0ud0, 


0 


dans  le  cas  où,  n  étant  un  très  grand  nombre,  les  facteurs  À,,  X2,  . . . , 
\n  sont  des  quantités  très  petites  de  l'ordre  de  -•  Soit  d'ailleurs  0  un 
nombre  qui  soit  lui-même  très  grand,  mais  tel,  que  les  produits  ~k{  0, 
X20,  ...,  \Q  restent  très  petits.  L'intégrale  (21)  sera  la  somme  des 


deux  intégrales 


(22)  f    *(9)cos^d9, 

(23)  /      O(0)co 


0 

S0ud0. 


D'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (7)  et  (17),  on  aura,  pour  des 
valeurs  de  0  inférieures  à  0, 

(24)  $(9)=:e-i02, 

la  valeur  de  s  étant  donnée  par  une  équation  de  la  forme 

et  les  facteurs  ç,,  ç2,  . . .,  çn  étant  très  voisins  de  la  constante  c.  Il  y  a 
plus  :  on  aura  encore 

(25)  sz=ç\,        A  =  Xî-+-X«h-...-+-X*, 

c,  étant  une  quantité  renfermée  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des 
nombres  ç,,  ç2,  ...,  çB,  par  conséquent  une  quantité  qui  sera  elle- 
même  très  voisine  de  c.  Cela  posé,  l'intégrale  (22)  deviendra 

r& 

(26)  /      e-'O'cosfludÔ. 

«Ai 

Or  cette  dernière  différera  très  peu  de  l'intégrale 

(27)  f     e-î0':  cos  9 y  (19, 
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si  le  produit  sQ'1  est  un  très  grand  nombre,  ce  qui  arrivera  si  02  est 
d'un  ordre  supérieur  à  l'ordre  de  ->  c'est-à-dire  à  l'ordre  de  n,  ou,  en 
d'autres  termes,  si  0  est  d'un  ordre  supérieur  à  l'ordre  de  \]n.  Donc 
aussi,  sous  cette  condition,  l'intégrale  (22)  se  réduira  sensiblement 
à  un  produit  de  la  forme 


I    /  7t  \  l 


la  valeur  de  s  étant 

(29)  i  =  CÀ. 

D'autre  part,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (20), 
et  par  suite  l'intégrale  (23)  sera  inférieure  au  produit 

[2f(o)]«  I 


(30 


lil.2...ln  (/*  +  i)fc)»+1 


Donc,  si  ce  dernier  peut  être  négligé  vis-à-vis  de  l'expression  (28), 
ce  qui  arrivera,  par  exemple,  quand  la  quantité  2  f(o)  sera  inférieure 
à  chacun  des  produits  A, 0,  À20,  ...,  A„0,  l'intégrale  (21)  se  réduira 
sensiblement  à  l'expression  (28),  et  l'on  aura,  à  très  peu  près, 

(32)  F(u)  =  -7Le    '*. 

\fixs 

Alors  aussi  la  formule  (9)  donnera  sensiblement 

u 

(33)  p  =  -p  /       e-*dd. 

§  II.  —  Sur  la  probabilité  des  erreurs  qui  affectent  les  résultats  moyens. 

Supposons  que,  les  m  inconnues  x,  y,  . . . ,  v,  w  étant  déterminées 
par  n  équations  linéaires  approximatives,  on  déduise  de  ces  équations 
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multipliées  par  certains  facteurs  X,,  X2,  ...,  X„,  puis  ajoutées  entre 
elles,  l'équation  finale  qui  fournit  immédiatement  la  valeur  de  l'in- 
connue x.  Cette  valeur  sera  de  la  forme 

(i)  x  —  XjA",  +  X2Â-2-(-.  .  .  +  \tlkn, 

la  première  des  équations  de  condition  auxquelles  satisferont  les  fac- 
teurs X,,  X2,  . . . ,  X„  étant  elle-même  de  la  forme 

(2)  ax\-\-  a2X2  +  . . .-+-  attlll=i, 

et,  si  l'on  nomme  t,,  e2,  ...,  e„  les  erreurs  que  comportent  les  quan- 
tités k,,  k2,  . . . ,  ka,  l'erreur  \  de  la  valeur  précédente  de  x  sera 

(3)  £  =  >,£,  +  X2s2  +  . ..  +  X„e„. 

Enfin,  si,  des  erreurs  positives  et  négatives  étant  également  probables, 
on  suppose  l'erreur  tt  certainement  comprise  entre  les  limites  —  /.,  /., 
la  probabilité  P  de  la  coïncidence  de  l'erreur  £  avec  une  quantité  ren- 
fermée entre  les  limites  —  u,  u,  et  l'indice  de  probabilité  F(u)  de 
l'erreur  u  dans  la  valeur  de  l'inconnue  x,  seront  déterminés  par  les 
formules  (8)  et  (10)  du  §  I. 

II  importe  d'observer  qu'on  tire  des  formules  (1)  et  (3),  jointes  à 
la  condition  (2), 

(4)  x  = 

(5)  $  = 

Ces  dernières  valeurs  de  x  et  de  £  dépendent  uniquement  des  rapports 
entre  les  facteurs  X, ,  X2,  . . . ,  X„  et  sont  aussi  celles  qu'on  obtiendrait 
si  l'on  cessait  d'assujettir  ces  facteurs  à  la  condition  (2).  Admettons 
cette  dernière  hypothèse,  et  concevons  que,  les  signes  des  facteurs  X, , 
X2,  ...,  Xn  restant  arbitraires,  on  assigne  à  ces  mêmes  facteurs  des 
valeurs  numériques  déterminées.  Soit,  d'ailleurs,  X  la  moyenne  arith- 
métique entre  ces  valeurs  numériques,  et  nommons  A  la  plus  grande 
valeur  numérique  que  puisse  acquérir  la  somme 

ax\-\-  a2X2-K  .  .+  anln. 


Ml 

4- X2  fc2  -+■  . . 

.  .  -t-  X„  kH 

A,  s 

-+-  «2X24-. 

,-hXjEj-t-.  . 

, .  -t-  an  X„ 

•  +  X„£„ 

a\^\ 

-t-  a2X2-f-. 

•  •  +  anl„ 
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La  plus  grande  des  valeurs  numériques  que  pourra  prendre  l'erreur  \ 
sera  la  plus  petite  possible,  et  précisément  égale  au  rapport 

n  1a. 

(6)  T, 

quand  les  signes  des  facteurs  Xlf  X2,  . . . ,  X„  seront  choisis  de  manière 
que  l'on  ait 

(7)  atli  +  a2X2-+-. .  .-\-all\n  =  k. 

D'ailleurs,  étant  donnés  les  coefficients  a{,  a2,  ...,  an  et  les  valeurs 
numériques  des  facteurs  X, ,  X2,  . . . ,  X„,  on  connaîtra  la  valeur  numé- 
rique de  chacun  des  produits 

(8)  flj«|,      O0A2,        ■••,       an^n\ 

et  la  quantité  A,  déterminée  par  l'équation  (7),  sera  la  plus  grande 
possible  lorsque  tous  ces  produits  seront  positifs,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  quand  les  signes  des  facteurs 

À,,     A2,      .  .  . ,     hn 

seront  ceux  des  quantités 


qui  représentent  les  coefficients  de  l'inconnue  x  dans  les  équations 
linéaires  données.  Donc  un  système  de  facteurs  X,,  X2,  ...,  X„  qui 
satisferont  à  cette  condition,  étant  comparé  aux  systèmes  que  l'on 
peut  en  déduire  en  changeant  les  signes  d'un  ou  de  plusieurs  de  ces 
facteurs,  sera  précisément  le  système  pour  lequel  la  plus  grande 
erreur  à  craindre  dans  la  valeur  de  l'inconnue  x  deviendra  la  plus 
petite  possible.  Il  conviendra  donc,  dans  la  recherche  de. l'équation 
finale  qui  déterminera  l'inconnue  x,  d'attribuer  au  facteur  Xj,  par 
lequel  on  multipliera  une  équation  linéaire,  le  signe  qui  affectera, 
dans  cette  équation,  le  coefficient  a(  de  x. 

Concevons  maintenant  que,  les  produits  (8)  étant  tous  positifs,  on 
fasse  varier  les  valeurs  numériques  des  facteurs  X,,  X2,  ...,  XB,  en 
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supposant,  comme  on  peut  le  taire,  ces  facteurs  assujettis  à  la  condi- 
tion (2).  Les  valeurs  de  x  et  \  données  par  les  formules  (1)  et  (3) 
varieront,  et  la  valeur  la  plus  probable  x  de  l'inconnue  x  sera  celle 
pour  laquelle  la  probabilité  P  deviendra  la  plus  grande  possible. 
D'ailleurs,  pour  déterminer  la  valeur  x  de  l'inconnue  x  avec  les 
valeurs  correspondantes  des  valeurs  A,,  X2)  ...,  An,  il  suffira,  en 
général,  de  recourir  à  la  condition 

(9)  oP  =  o. 

La  quantité  x  ainsi  déterminée,  c'est-à-dire  la  valeur  la  plus  probable 
de  l'inconnue  x,  sera  indépendante  de  la  limite  u  au-dessous  de 
laquelle  on  veut  abaisser  l'erreur  \  de  cette  inconnue,  si  la  fonction 
f(e)  est  de  la  forme 

(10)  f(g)  — --   /     e~  ^'v cos 9e  ÙO, 


les  lettres  c,  Ar  désignant  deux  constantes  positives,  et  si,  d'autre 
part,  on  n'assigne  aux  erreurs  e, ,  e2,  ...,  en  aucune  limite,  en  sorte 
qu'on  puisse  poser  x  =  co.  Alors  on  aura 

(11)  9(0)^e-^, 

(12)  <t>(0)  =  e-*°jV, 

la  valeur  de  s  étant  déterminée  par  les  formules 

(i3)  s  =  c\,        A  =  Xf +  **-+-.    .-+-/.,). 

Alors  aussi  l'indice  de  probabilité  F(o)  d'une  erreur  nulle  dans  la 
valeur  de  \  sera  donné  par  l'équation 

04)  F(6)  =  £r(,  +  i)r*. 

La  valeur  la  plus  probable  x  de  l'inconnue  x  est,  en  vertu  de  la 
formule  (12),  et  quand  on  suppose  N=  2,  celle  que  donne  la  méthode 
des  moindres  carrés.  Mais  la  même  formule  conduit  à  d'autres  valeurs 
de  x  quand  Ar  est  supérieur  à  2.  Donc  la  valeur  la  plus  probable  x  de 

OEnvres  de  C '.  —  S.  I,  t.  XII.  )5 
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l'inconnue  x  peut  différer  sensiblement  de  celle  que  fournit  la  mé- 
thode des  moindres  carrés. 

Colle  méthode  a-t-ellc  du  moins  la  propriété  de  fournir  la  valeur 
de  x  la  plus  probable-,  dans  le  cas  où,  la  limite  x  étant  une  quantité 
finie,  le  nombre  des  observations  devient  très  considérable.  Pour 
éclaircir  cette  question,  il  convient  d'examiner  spécialement  le  cas 
dont  il  s'agit.  C'est  ce  que  je  ferai  dans  le  prochain  article. 

M.  Cauciiy  présente  encore  à  l'Académie  un  Mémoire  sur  la  probabi- 
lité des  erreurs  qui  affectent  les  résultats  moyens  d'un  grand  nombre 
d'observations. 


528. 

C.  R..  T.  XXXVII,  p.  a93  (22  août  i853). 

M.  Augustin  Cauchy  lit  un  Mémoire  ayant  pour  titre  :  Sur  la  plus 
grande  erreur  à  craindre  dans  un  résultat  moyen,  et  sur  le  système  de 
facteurs  qui  rend  cette  plus  grande  erreur  un  minimum. 


529. 

Calcul  des  probabilités.  —  Sur  la  plus  grande  erreur  à  craindre  dans  un 
résultat  moyen,  et  sur  le  système  de  facteurs  qui  rend  cette  plus  grande 
erreur  un  minimum  (Mémoire  présenté  dans  la  précédente  séance). 

C.  R.,  T.  XXXVII,  p.  3-26  (29  août  i853). 
§  I.  —  Sur  la  plus  grande  erreur  à  craindre  dans  un  résultat  moyen. 

Soient,  comme  dans  le  précédent  Mémoire, 

k{,  /i.,,  . . . ,  kn  des  quantités  fournies  par  l'observation; 
e,,  £2,  .  . .,  £„  les  erreurs  qu'elles  comportent; 
/l'un  quelconque  des  nombres  1,  2,  3,  . . .,  n. 
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Supposons  d'ailleurs  que,  les  erreurs  positives  ou  négatives  étant 
également  probables,  on  nomme  —  x,  x  les  limites  entre  lesquelles 
l'erreur  zt  est  certainement  comprise. 

Enfin,  supposons  que,  m  inconnues  x,  y,  . . . ,  v,  w  étant  liées  aux 
quantités  k{,  k2,  . . . ,  kn  par  n  équations  linéaires  et  approximatives  de 
la  forme 

at x  -f-  bty  -+-...  -+-  gi  v  +  htw  =  k,, 

t 

on  déduise  de  ces  équations  multipliées  par  certains  facteurs  A,, 
A2,  . . . ,  An,  puis  ajoutées  l'une  à  l'autre,  l'équation  finale  qui  fournit 
immédiatement  la  valeur  de  l'inconnue  n.  Cette  équation  finale  sera 

(i)  x  =  likl  +  l2/c.2  +  .  .  .  +  lHk„, 

les  facteurs  A(,  A2,  ...,  A„  étant  choisis  de  manière  à  vérifier  les  con- 
ditions 

(2)  S#///=:l,  S6///=0,  ...,  SA/A/=:0, 

et  l'erreur  £,  qui  affectera  la  valeur  de  x,  sera 

(3)  l  =  A,  e,  +  X2s2  -+-...  +  lnen. 

Concevons  à  présent  que  l'on  nomme  a  la  plus  grande  erreur  à 
craindre,  pour  un  système  donné  de  facteurs,  sur  la  valeur  de  l'in- 
connue x;  a  sera,  en  vertu  de  la  formule  (3),  le  produit  de  la  limite  x 
par  la  somme  des  valeurs  numériques  des  facteurs  À,,  X2,  . ..,  ~kn,  et 
l'on  aura,  en  conséquence, 

(4)  »  — /A, 
la  valeur  de  A  étant 

(5)  Ac=\/X[  +  v^l  +  ---  +  v/V  =  Sv/Â/. 

Il  est  bon  d'observer  que,  les  n  facteurs  \t,  "k2,  .. .,  ln  étant  liés 
les  uns  aux  autres  par  les  formules  (2),  on  pourra  généralement 
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exprimer  m  d'entre  eux,  par  exemple  les  facteurs 

Ai,      A2,       .  .  .  ,      A,„, 

en  fonction  de  //  —  m  facteurs  restants 

On  doit  seulement  excepter  le  cas  particulier  où  l'on  aurait        » 

(6)  S(±aib2...gm„lhm)  =  o. 

De  plus,  en  laissant  de  côté  ce  cas  exceptionnel,  on  pourra  éliminer 
de  la  somme  A  les  facteurs  'k,,'k2,  . . . ,  X,„.  Pour  y  parvenir,  il  suffira 
de  retrancher  de  la  formule  (5)  l'équation  qu'on  obtient  eu  ajoutant 
l'une  à  l'autre  les  équations  (2),  respectivement  multipliées  par  des 
coefficients  arbitraires  a,  €,  ...,  rj,  puis  de  choisir  ces  coefficients 
de  manière  à  faire  disparaître  dans  la  valeur  de  A  les  termes  propor- 
tionnels aux  facteurs  X,,  X2,  ...,  ~km.  On  trouvera  ainsi,  en  premier 
lieu, 

(7)  V  =  a-f-  a,  À,  -+-  *,'/.,-+-.  .  .  +  a„X„, 
la  valeur  de  v.t  étant 

( 8 )  ai  =  ——  —  a, a  —  b/S  —  .  .  .  —  /i/o, 
puis  ensuite 

(9)  A  =  a  +  aOT+,ATO+1+  acm+i Xm+! -+- .  .  .  -+■  xnl,t, 

les  coefficients  a,  6,  . . . ,  r\  étant  déterminés  par  le  système  des  for- 
mules 

(ro)  a,  =  o,         3t.,=  o,  ...,         am=o. 

D'ailleurs,  sauf  le  cas  exceptionnel  où  la  condition  (6)  serait  vérifiée, 
les  formules  (10)  fourniront  toujours  des  valeurs  finies  et  détermi- 
nées de  a,  S,  .  .  .  ,  y).  Ces  valeurs  toutefois  dépendront  des  signes 
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attribués  aux  facteurs  X,,  X2,  . . . ,  Xn,  attendu  que  le  rapport 

v/>-;2 

se  réduira  ou  à  +i,  ou  à  -i,  suivant  que  le  facteur  X,  sera  positif 
ou  négatif. 

Remarquons  encore  que,  parmi  les  facteurs  X,,  X2,  ...,  X/(,  le 
nombre  de  ceux  qui  se  réduiront  li  zéro  ne  pourra  généralement  être 
supérieur  à  n  —  m.  Car,  n  —  m  facteurs  étant  supposés  nuls,  les  m  fac- 
teurs restants  se  trouveront,  pour  l'ordinaire,  complètement  déter- 
minés par  les  formules  (2)  qui  fourniront  pour  ces  m  facteurs  des 
valeurs  généralement  distinctes  de  zéro. 

§  II.  —  Sur  le  système  de  facteurs  pour  lequel  la  plus  grande  erreur 
à  craindre  dans  la  valeur  d'une  inconnue  devient  la  plus  petite 
possible. 

On  peut  demander  quel  est  le  système  de  facteurs  pour  lequel 
l'erreur  »,  c'est-à-dire  la  plus  grande  erreur  à  craindre  dans  la  valeur 
de  l'inconnue  x,  devient  la  plus  petite  possible. 

Lorsque  les  équations  linéaires  données  renferment  une  seule 
inconnue  x,  la  question  se  résout  immédiatement  à  l'aide  des  for- 
mules (5),  (6)  des  pages  ru,  1 12.  En  vertu  de  ces  formules,  pour  que 
la  plus  grande  erreur  à  craindre  sur  la  valeur  de  x  soit  la  plus  petite 
possible,  il  sera  nécessaire,  comme  on  l'a  dit,  que  les  signes  des  fac- 
teurs X,,  X.,,  . . . ,  \n  soient  précisément  les  signes  des  coefficients  a{, 
a2,  . . . ,  a„  ;  et,  si  l'on  nomme  a  la  plus  grande  erreur  à  craindre,  Ter- 
reur a,  en  devenant  la  plus  petite  possible,  se  réduira,  au  signe  près, 
au  plus  petit  des  rapports  —  >  — ,  •••>  — •  En  conséquence,  la  plus 

Ct  1       Cl  2  (2  n 

petite  valeur  de  «  sera 

\ja\ 

si  a,  est  celui  des  coefficients  a, ,  a2,  . . . ,  an  qui  offre  la  plus  grande 
valeur  numérique;  ct,  d'ailleurs,  pour  obtenir  cette  valeur  de  a,  on 
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devra  supposer 

(2)  X,=  — >         A2  =  o,         ...,        a„  =  o. 

«1 

Ces  conclusions  cesseraient  d'être  légitimes,  si  les  équations  pro- 
posées renfermaient  plusieurs  inconnues.  Mais,  quel  que  soit  le 
nombre  m  de  ces  inconnues,  on  peut,  à  l'aide  des  principes  établis 
dans  le  §  I,  déterminer  la  plus  petite  valeur  de  »  et  le  système  de  fac- 
teurs correspondants.  En  effet,  dans  ce  système,  sauf  des  cas  excep- 
tionnels où  les  coefficients  a(,  bh  . . . ,  ht  satisferaient  à  certaines  con- 
ditions, m  facteurs  au  moins 

Ai,      A.2,      .  .  . ,      A,„ 

acquerront  des  valeurs  distinctes  de  zéro,  et,  pour  éliminer  ces 
mêmes  facteurs  de  la  somme  A,  il  suffira  d'assujettir  les  coefficients 
a,  6,  ...,  Y]  aux  conditions  (10)  du  §  I,  c'est-à-dire  aux  formules 

(3)  «1  =  0,         «2=o,         . .'.,         <xm=o, 

puis  de  remplacer  la  formule  (5)  par  la  formule  (9).  Alors  aussi,  sauf 
des  cas  exceptionnels,  les  quantités 

seront  généralement  distinctes  de  zéro,  et,  par  suite,  il  sera  néces- 
saire que  les  facteurs  )w,,  X„;+2,  . . . ,  XB  se  réduisent  tous  à  zéro.  Car 
si  l'on  n'avait  pas 

(4)  À,„  +  i  =  O,  À,„  +  2=0,  ...,  A-,,  =  O, 

si,  par  exemple,  X„  différait  de  zéro,  il  suffirait  d'attribuer  à  X„  un 
accroissement  infiniment  petit,  mais  affecté  d'un  signe  contraire  au 
signe  de  ccn,  pour  faire  décroître  la  quantité  A  et  par  suite  l'erreur  a. 
Donc  alors  l'erreur  a  ne  serait  pas,  comme  on  le  suppose,  la  plus 
petite  possible.  D'ailleurs,  quand  les  formules  (4)  seront  vérifiées, 
les  valeurs  de  X,,  X2,  . ..,  XTO  seront  immédiatement  fournies  par  les 
équations 

(5)  Sa/À/=:i,         Sb/l/=o,         ...,         S///À/3ZO, 
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et  les  formules  (5),  (9),  (4)  du  §  I  donneront 

(6)  A  =  V/>T  +  V/^+---+V/^=«. 

(7)  8  =  ZX. 

Donc  la  plus  petite  valeur  de  a  sera  généralement  de  la  forme  xa, 
a  étant  une  quantité  positive,  déterminée  par  le  système  de  m  équa- 
tions analogues  aux  formules  (3),  c'est-à-dire  par  m  équations  de  la 
forme 

(8)  a/«-+-&i6-K,.4-A,ifi  =  V?L 

et  généralement  aussi  les  facteurs  \K,  X2,  ...,  \n,  propres  à  fournir 
cette  plus  petite  valeur,  s'évanouiront,  hormis  les  facteurs  correspon- 
dants aux  valeurs  de  /  écrites  comme  indices  au  bas  des  lettres  a, 
b,  .  .  .  ,  h,  ~k,  dans  les  équations  desquelles  on  tirera  les  valeurs  de  a. 

Ajoutons  que,  parmi  les  valeurs  de  a  déterminées  comme  on  vient 
de  le  dire,  on  devra  choisir  la  plus  petite  de  toutes.  En  substituant 
celle-ci  dans  l'équation  (7),  on  obtiendra  précisément  la  valeur  cher- 
chée de  «. 

Appliquée  au  cas  où  les  équations  linéaires  données  renferment  une 
seule  inconnue  x,  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  reproduit 
les  formules  (1)  et  (2). 

Lorsque  les  équations  linéaires  données  renferment  deux  incon- 
nues x,  y,  on  a,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (5), 

a[X,  +  ai'ki^=  1,         &,).,  +  ô,X.2  =  o,         À3=o,         );V  =  o,  ...,         \n  =  o, 

et  de  ces  équations,  jointes  aux  formules  (6)  et  (7),  on  tire 

1  1 

(9)  ^1=- — Ht'        ^-—7. — ~'       ^3  =  °>       •••>       K  =  o, 


1 

I 

b[ 

l  — 

v2             _ 

ax        a, 

A2 

a,'           Li- 

bl~  K 

b. 

bi 

8  =  X 

1              1 

(10) 

b, 


\/(î 


I 

i 

i 

b? 

K'     " 

•  •  i        -r-t 

b„ 

«1 

a  * 

a„ 

K 

t;   - 

■  •  ■>      j—  ? 
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Donc  alors,  pour  trouver  la  plus  petite  valeur  de  a,  il  suffît  d'écrire, 
l'une  au-dessus  de  l'autre,  les  deux  suites 


Ci) 


puis  de  multiplier  par  x  le  plus  petit  des  rapports  qu'on  obtient  quand 
on  divise  la  somme  des  valeurs  numériques  de  deux  termes  de  la  pre- 
mière suite  par  la  différence  entre  les  valeurs  numériques  des  termes 
correspondants  de  la  seconde  suite.  Si  le  plus  petit  de  ces  rapports  est 
formé  avec  les  premiers  termes  des  deux  suites,  la  plus  petite  valeur 
de  a  sera  fournie,  avec  les  valeurs  correspondantes  des  facteurs  À,, 
A2,  . . . ,  ~kn,  par  les  formules  (9)  et  (io). 

11  est  bon  d'observer  qu'on  tire  des  formules  (9) 

(12)  «,}.,—  ,  a2>.2 

1  —  0 

la  valeur  de  p  étant 


i-P-« 


"       ax  62 

Par  suite,  les  produits  a,X(,  a2X2  seront  tous  deux  positifs,  si  le  rap- 
port p  est  négatif.  Mais,  si  ce  rapport  est  positif,  alors  l'unité  étant 
comprise  entre  les  limites  p  et  p~',  les  produits  a,^,,  a.2~k2  seront, 
l'un  positif,  l'antre  négatif. 

On  devrait  évidemment,  dans  les  formules  (9),  (10),  etc.,  échanger 
entre  elles  les  lettres  a  et  h,  s'il  s'agissait  de  faire  en  sorte  que  la  plus 
grande  erreur  à  craindre,  non  plus  sur  la  valeur  de  x,  mais  sur  la 
valeur  de  y,  devînt  la  plus  petite  possible. 

Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  fait  abstraction  des  casexception- 
nels  où  les  coefficients  a{,  bt,  ...,  //,,  vérifient  certaines  conditions, 
par  exemple  la  condition  (6)  du  §  I.  Pour  résoudre  le  problème  dans 
ces  cas  exceptionnels,  il  suffira  ordinairement  de  substituer  aux  coef- 
ficients ah  h/,  ...,  ht  d'autres  coefficients  qui  en  diffèrent  infiniment 
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peu  et  cessent  de  remplir  les  conditions  dont  il  s'agit.  De  plus,  il  sera 
généralement  facile  de  voir  comment  doivent  être  modifiées,  dans  les 
cas  exceptionnels,  les  formules  ci-dessus  établies. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  où,  les  inconnues  étant 
réduites  à  une  seule  x,  plusieurs  des  coefficients  «,,  a.,,  ...,  alt,  par 
exemple  les  /  coefficients  a,,  a.,,  ...,  at,  offrent  des  valeurs  numé- 
riques égales,  mais  supérieures  à  celles  de  tous  les  autres.  Alors  la 
plus  petite  valeur  de  a  sera  toujours  déterminée  par  la  formule  (i). 
Mais  les  valeurs  correspondantes  de  À,,  A2,  ...,  ~kn  ne  seront  pas 
nécessairement  celles  que  fournissent  les  équations  (2)  et  pourront 
être  encore  toutes  celles  qu'on  déduit  de  la  formule 

(i3)  rt,^!  +  a2A2  +  .  .  .  H-  a/lt=  1, 

en  attribuant  aux  produits  a,  A,,  «2X2,  . . . ,  a^  des  valeurs  positives 
ou,  en  d'autres  termes,  en  attribuant  respectivement  aux  facteurs  A,, 
À2,  . ..,  A,  les  signes  des  coefficients  a,,  a.2,  ...,  ah  par  conséquent 
toutes  celles  qui  vérifient  la  condition 

(•4)  v^T+v/a|+-.-  +  v/^=^=- 

S/a\ 
§  III.  —   Conclusion';. 

Soient,  comme  dans  le  §  I,  \  l'erreur  de  l'inconnue  x,  et  a  la  plus 
grande  valeur  que  cette  erreur  puisse  acquérir  pour  un  système 
donné  de  facteurs.  Soient,  en  outre,  —  u,  u  les  limites  inférieure 
et  supérieure  entre  lesquelles  on  veut  renfermer  l'erreur  £,  et  P  la 
probabilité  de  coïncidence  de  cette  erreur  avec  une  quantité  com- 
prise entre  les  limites  —  u,  u.  Si,  en  attribuant  aux  facteurs  A,, 
A2,  ...,  ~k„  des  valeurs  telles,  que  la  plus  grande  erreur  -s  devienne 
la  plus  petite  possible,  on  pose  précisément  u  =  «,  la  probabilité  P 
se  changera  en  certitude  et  acquerra  ainsi  la  plus  grande  valeur  pos- 
sible. Par  suite,  si  l'on  attribue  à  u  une  valeur  qui  soit  inférieure  à 
la  valeur  de  8,  déterminée  dans  le  §  II,  mais  qui  en  diffère  très  peu, 

OEuvres  de  C.  —  S.I   t.  XII.  16 
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lo  système  de  facteurs  qui  fournira  la  plus  grande  valeur  de  P  diffé- 
rera 1res  peu  du  système  qui  correspond  à  cette  valeur  de  a. 

Ainsi,  par  exemple,  si,  en  supposant  les  inconnues  réduites  à  une 
seule  x,  et  en  désignant  par  at  celui  des  coefficients  a,,  a.,,  ...,  a„ 
qui  offre  la  plus  grande  valeur  numérique,  on  attribue  à  u  une  valeur 

inférieure  au  rapport  -p=>  mais  très  peu  différente  de  ce  rapport,  le 

système  de  facteurs  qui  fournira  la  plus  grande  valeur  de  P  différera 
très  peu  du  système  déterminé  par  les  formules 

(l)  >M=—  '  h=0,  l3=0,  ...,  l„=0. 

D'ailleurs,  ce  dernier  système  sera,  en  général,  très  différent  de 
celui  que  fournirait  la  méthode  des  moindres  carrés.  Donc,  pour  des 
valeurs  de  u  suffisamment  grandes,  la  méthode  des  moindres  carrés 
sera  loin  de  fournir  la  valeur  x  de  x,  correspondante  à  la  plus  grande 
valeur  de  P.  Cette  conclusion,  qui  subsiste,  quels  que  soient  la  limite  x 
el  le  nombre  n  des  équations  données,  s'étend  évidemment  au  cas 
où,  ces  équations  renfermant  plusieurs  inconnues,  on  remplace  le 
système  de  facteurs  que  déterminent  les  formules  (1)  par  celui  qui 
rend  alors  la  valeur  de  s  la  plus  petite  possible.  En  conséquence,  on 
peut  énoncer  généralement  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  nomme  u  la  limite  au-dessous  de  laquelle  on  veut  abaisser  l'er- 
reur rc,  de  l'inconnue  x,  et  P  la  probabilité  de  la  coïncidence  de  cette  erreur 
avec  une  quantité  comprise  entre  les  limites  —  u,  -h  u,  le  système  de  fac- 
teurs correspondant  à  la  plus  grande  valeur  de  P  sera  ordinairement, 
pour  des  valeurs  de  u  suffisamment  grandes,  très  diffèrent  de  celui  (pic 
donnerait  la  méthode  des  moindres  carrés,  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
nombre  n  des  quantités  fournies  par  l'observation,  el  quelle  que  soit  la 
limite  /.  assignée  aux  erreurs  que  comportent  ces  mêmes  quantités. 

H  semblerait  au  premier  abord  que,  dans  le  cas  où  le  nombre  // 
devient  très  grand,  on  pourrait  tirer  des  conclusions  différentes  ou 
même  opposées  d'une  formule  établie   dans  le  §  I  du   précédent 
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Mémoire.  Il  semble,  en  effet,  que,  pour  de  grandes  valeurs  de  //, 
les  produits  a,X,,  a^,  an~kn  assujettis  à  vérifier  la  condition 

( 2 )  «i  X,  -+-  at7iS ■+- . . .  +  an  >.„  =  i , 

et  par  suite  les  facteurs  A,,  X2,  ...,  À,,,  doivent  généralement  se 

réduire  à  des  quantités  très  petites  de  l'ordre  -;  et  si  cette  réduction 

a  lieu,  si  d'ailleurs,  en  attribuant  au  nombre  0  une  valeur  très  grande 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  \jn,  mais  inférieur  à  l'ordre  de  n,  on 
néglige  l'intégrale  (23)  de  la  page  109  vis-à-vis  de  l'intégrale  (22), 
alors  la  valeur  de  P  parait  devoir  être  sensiblement  celle  que  donne 
la  formule  (33)  de  la  page  110,  c'est-à-dire  celle  dont  le  maximum 
est  fourni  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Mais  la  formule  (33), 
établie  comme  on  vient  de  le  dire,  repose  évidemment  sur  des  hypo- 
thèses qui  peuvent  ne  pas  se  réaliser. 

En  premier  lieu,  de  ce  qu'on  attribue  au  nombre  n  une  très  grande 
valeur,  il  n'en  résulte  pas  nécessairement  que  les  facteurs  À,,  X2,  . . . , 
X„  soient  tous  très  petits.  Le  contraire  arrivera  si  l'on  attribue  à  la 
plupart  d'entre  eux  des  valeurs  nulles,  comme  dans  le  §  II  du  présent 
Mémoire.  Il  y  a  plus  :  parmi  les  facteurs  A,,  "k.,,  . . . ,  A„  plusieurs  pour- 
ront conserver  des  valeurs  finies  dans  le  cas  même  où  l'on  supposera 
ces  facteurs  déterminés  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 

En  effet,  considérons  spécialement  le  cas  où,  les  inconnues  étant 
réduites  à  une  seule  x,  les  coetficients  a,,  a.,,  ...,  an  de  cette 
inconnue,  dans  les  équations  linéaires  données,  forment  une  pro- 
gression géométrique  dont  le  premier  terme  est  a  et  la  raison  /•. 
Alors  on  aura 

(3)  at=arl; 

et,  en  supposant  les  facteurs  A,,  X2,  ...,  À„  respectivement  propor- 
tionnels aux  coefficients  a,,  a.,,  ...,  an,  conformément  à  la  règle 
fournie  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  on  aura  encore,  eu 
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égard  à  l'équation  (2), 

X,       >.,  >.„  1     1  —  r 


(4) 


1  r  /•"-'        a   1 


Or,  si,  la  valeur  de  a  n'étant  pas  très  grande,  on  attribue  h  r  une 
valeur  comprise  entre  les  valeurs  o,  1,  mais  sensiblement  distincte 
de  ces  limites,  les  termes  de  la  suite 

déterminés  par  la  formule  (4),  ne  seront  pas  tous  très  petits,  pour 
de  grandes  valeurs  de  n.  Les  premiers  termes,  par  exemple,  conser- 
veront des  valeurs  finies,  en  se  réduisant  à  très  peu  près  aux  termes 
correspondants  de  la  progression  géométrique 

1  1       1 

2  4° 

si,  n  étant  un  très  grand  nombre,  on  suppose  a  =  1,  r=  -• 

En  second  lieu,  l'intégrale  (23)  du  §  I  du  précédent  Mémoire  ne 
peut  pas  toujours  être  négligée  vis-à-vis  de  l'intégrale  (22);  et,  de 
plus,  pour  que  la  formule  (9)  du  même  paragraphe  puisse  être 
réduite  à  la  formule  (33),  il  est  nécessaire  que  la  valeur  de  u  ne 
dépasse  pas  une  certaine  limite.  C'est  ce  que  prouve  l'analyse  déjà 
ci-dessus  exposée,  et  ce  que  montrent  aussi  les  formules  relatives  an 
cas  spécial  où  le  nombre  n  acquiert  une  très  grande  valeur,  comme 
nous  l'expliquerons  dans  un  prochain  article. 

M.  Augustin  Cauchy  présente  encore  à  l'Académie  un  Mémoire  sur 
les  résultats  moyens  d'un  très  grand  nombre  d'observations. 
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530. 

Calcul  des  probabilités.   —  Mémoire  sur  les  résultats  moyens 
d'un  très  grand  nombre  d'observations. 

Le  règlement  ne  permettant  pas  d'insérer  ce  Mémoire  dans  les 
Comptes  rendus,  nous  nous  bornerons  à  en  indiquer  sommairement 
les  principaux  résultats. 

L'auteur,  adoptant  les  notations  de  la  page  io/j,  commence  par 
rappeler  la  formule 

(I)  P=ijr"*(9)si'^«, 

dans  laquelle  on  a 

(2)  <i>(e)  =  9(il9)9(i26)...9(ïll6), 

(3)  o(9)  =  2f    f(e)cos0ede. 

•A 

La  fonction  f(e),  qui  représente  Y  indice  de  probabilité  as  l'erreur  z, 
est  assujettie  à  la  condition 

(4)  *f  f(6)de  =  i, 


à  laquelle  on  satisfera,  si  l'on  pose 

(5)  f(e)  =  Kw(6), 

cï(e)  étant  une  fonction  arbitraire,  mais  toujours  positive,  de  e,  et  K 
une  constante  positive  déterminée  par  la  formule 

(6)  K  = 


■/ 


2  /     hj(£)  de 

La  fonction  auxiliaire  9(0),  déterminée  par  la  formule  (3),  jouit 
de  propriétés  remarquables.  Elle  se  réduit  à  l'unité  pour  une  valeur 
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nulle  de  0;  pour  toute  autre  valeur  de  0,  elle  s'abaisse  numérique- 
ment au-dessous  de  l'unité;  et,  si  l'on  pose 


(7) 


[?(0)]2  = 


■/p 


la  fonction  p  de  0  offrira  une  valeur  positive,  quel  que  soit  0.  On  aura, 
en  particulier,  pour  0  ==  o, 


(8) 

la  valeur  de  c  étant 

(9) 

el  pour  0  =  oc 

(IO) 


•'0 


2C, 


esf(s)de, 


Laf(x)J 


Cela  posé,  soit  r  la  plus  petite  des  valeurs  de  p;  /sera  toujours  une 
quantité  positive,  et  l'on  aura  constamment 


00 


[cp(0)]' 


Lorsque  Ô  et  Ôx  sont  très  petits,  on  a 

(.2)  <p(0)  =  e-efi,> 

ç  étant  le  produit  de  la  constante  c  par  un  facteur  renfermé  entre  les 
limites  (18)  de  la  page  108,  et  à  plus  forte  raison  entre  les  limites 


(.3) 


9*V 


i  —  c62 


Pour  que  la  fonction  auxiliaire  <p(Û)  s'exprime  en  termes  finis,  il 
suffît  que  la  fonction  rs(z)  se  réduise  à  une  fonction  entière  de  e,  et 
d'exponentielles  dont  les  exposants,  réels  ou  imaginaires,  soient  pro- 
portionnels à  s.  Le  cas  où  la  fonction  gj(e)  est  linéaire  et  de  la  forme 


(i4) 


ej(s)  =  a  —  bt, 
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a,  b  étant  deux  constantes  positives,  mérite  une  attention  spéciale. 
Dans  ce  même  cas,  on  trouve,  en  supposant  b  =  o, 

(i5)  f(e)  =  —i  «p(S)=-fl— »  c  =  ^/2; 

et,  en  supposant  a  =  b/., 

_  /  Sl11—  \ 

(16)  f(s)  =  ?L_£,         <p(ô)  =  l_rJ 2 


16x  y 


Ajoutons  que,  dans  l'une  et  l'autre  supposition,  la  valeur  de  r  est 
donnée  par  la  formule 

(17)  r  =  2c. 

Cette  dernière  formule  se  déduit  immédiatement  de  la  suivante  : 

(18)  sïn*9~¥>*' 

à  laquelle  on  parvient  en  observant  que,  pour  des  valeurs  de  0  posi- 

lives,  mais  inférieures  à  -■,  la  dérivée  de  la  fonction  sinôcos     0  —  G, 

2 

ou,  en  d'autres  termes,  la  fonction  {(cos  :i  —  1)  (1  +  2cos:,0),  offre 
une  valeur  toujours  positive. 

Après  avoir  établi,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  principales  pro- 
priétés de  la  fonction  auxiliaire  9(0),  l'auteur  recherche  ce  que 
devient  la  probabilité  P  dans  le  cas  spécial  où  le  nombre  n  des  obser- 
vations devient  très  grand,  et  où,  les  fadeurs  A,,  X2,  .  .  .  ,  A„  étant 

tous  très  petits  de  l'ordre  de  ->  ou  d'un  ordre  inférieur,  la  somme  de 


leurs  carres 

(19)  \  =  ï*  +11+...  +  \* 


est  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  de  -•  Dans  ce  cas,  à  la  for- 
mule (1)  on  peut,  sans  erreur  sensible,  substituer  d'autres  formules 
qui  fournissent  des  valeurs  très  approchées  de  la  probabilité  P.  Ainsi. 


128  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADEMIE. 

par  exemple,  si  l'on  nomme  0  un  très  grand  nombre  d'un  ordre  supé- 
rieur à  celui  de  yfn,  mais  inférieur  à  l'ordre  de  n,  on  aura  sensible- 
ment, pour  de  très  grandes  valeurs  de  n, 

et,  si  l'on  nomme  À  le  plus  grand  des  facteurs  X,,  X2,  . . . ,  ~k„,  la  diffé- 
rence entre  les  valeurs  de  P  fournies  par  les  équations  (i)  et  (20) 
sera  inférieure,  abstraction  faite  du  signe,  au  produit 

3L  étant  un  nombre  déterminé  par  la  formule 

I       /A©2 


(22)  3&  = 


2   1  +  rr-Q0- 


el,  par  conséquent,  un  très  grand  nombre,  puisque  des  deux  pro- 
duits A02,  A0,  le  premier  sera  très  grand  et  le  second  très  petit. 
De  plus,  si  0  est  un  très  grand  nombre  dont  l'ordre  soit  inférieur 

non  seulement  à  celui  de  n,  mais  aussi  à  l'ordre  de  n\  on  aura  encore, 
sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n, 

(23)  P=^  rV^i1^, 

la  valeur  de  s  étant 

(24)  5  =  cA; 

et  la  différence  entre  les  valeurs  de  P  fournies  par  les  équations  (20) 
et  (23)  sera  inférieure,  abstraction  faite  du  signe,  au  produit 

2//V3l/0u       r  ®hf-\ 

h  étant  la  plus  grande  des  deux  différences 

(26)  e*  —  1,      1  —  e    t  +  nX«e'. 
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Cela  posé,  si  l'on  attribue  à  la  limite  x  une  valeur  finie,  le  produit  (25) 
sera,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  //,  du  même  ordre  que  la  quan- 
tité AA20*  10,  par  conséquent  du  même  ordre  que  les  deux  quantités 

-^— >  ~,  oui  deviendront  très  petites  quand  l'ordre  de  0  sera  infé- 
ra3     «■*    ^  l 

rieur  à  celui  de  ri' . 

Enfin  l'on  aura  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  /?, 

•j 

i    C~       ft.  sin0u  ,a        2     r2v/s     .,  ,. 
(27)  P  =  ,-  /     c-*9-— s—  (19=—  /       <H-d0, 

et  la  différence  entre  les  valeurs  de  P  fournies  par  les  formules  (23), 
(27)  sera  inférieure,  abstraction  faite  du  signe,  au  rapport 


(•28) 


r.s 


0' 


qui  sera  de  l'ordre  de  ~ï>  et  par  conséquent  très  petit  quand  l'ordre 

de  0  sera  inférieur  à  celui  de  ri2. 

Donc,  en  définitive,  si,  la  valeur  de  la  limite  x  étant  finie,  on  attribue 

aux  facteurs  A,,  X2,  ...,  Xra  des  valeurs  numériques  de  l'ordre  de  -3 
ou  d'un  ordre  inférieur,  mais  telles,  que  la  somme  A  de  leurs  carrés 
soit  de  l'ordre  de  ->  alors,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  //,  la  pro- 
babilité P  sera  généralement  déterminée  avec  une  grande  approxima- 
tion par  la  formule  (27).  Si  d'ailleurs  on  assigne  à  la  fonction  f(e), 
qui  représente  l'indice  de  probabilité  de  l'erreur  e,  une  forme  déter- 
minée, on  pourra  trouver  une  limite  supérieure  à  l'erreur  que  l'on 
commettra,  quand  à  la  formule  (1)  on  substituera  la  formule  (27). 
On  pourra,  par  exemple,  prendre  pour  cette  limite  la  somme  des 
expressions  (21),  (25),  (28),  0  étant  un  très  grand  nombre,  dont 

l'ordre  supérieur  à  celui  de  ri1  soit  inférieur  à  l'ordre  de  ri' . 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  X.U.  17 
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Observons  maintenant  qu'on  lire  des  formules  (3),  (9)  et  (24) 


(29)  c  =  %x», 


2 


(3o) 


2  s/ s       \J-i  r,  A  y- 


ri  étant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Or  il  suit  de  la  formule  (3o  > 
que,  si  l'on  attribue  à  la  limite  u  une  valeur  comparable  à  la  limite  x, 

en  posant,  par  exemple,  u  =  x,  ou  u  =  -x,  ou  u  =  -■/.,  . . . ,  la  limite 

supérieure  — ~=  de  l'intégrale  comprise  dans  le  dernier  membre  de  la 

2  y  s 

formule  (27)  sera,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  un  très  grand 
nombre  d'un  ordre  au  moins  égal  à  l'ordre  de  \Jn.  Donc  alors  la  pro- 
babilité P  sera  très  voisine  de  la  certitude  1.  Cette  conséquence  sub- 
siste d'ailleurs  quelle  que  soit  la  forme  attribuée  à  la  fonction  f(e). 
Les  diverses  formules  que  nous  venons  de  transcrire  permettent 
encore  d'apprécier,  en  les  réduisant  à  leur  juste  valeur,  les  avantages 
qu'un  peut  retirer  de  l'emploi  de  tel  ou  tel  système  de  facteurs,  par 
conséquent  de  telle  ou  telle  méthode.  Mais,  forcés  de  nous  arrêter  ici, 
nous  renverrons  ce  que  nous  aurions  à  dire  sur  ce  point  à  un  autre 
article. 


531. 

C.  R..  T.  XXXVII,  p.  526  (10  octobre  [853). 

M.  Augustin  Cauchv  présente  à  l'Académie  des  considérations  nou- 
velles sur  les  mouvements  infiniment  petits  des  corps  considérés  commt 
des  systèmes  d'atomes,  et  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  de&.mouvements 
simples. 

Les  résultats  auxquels  l'auteur  est  parvenu  seront  développés  dans 
un  prochain  article. 
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532. 

Géométrie  analytique.  —  Sur  les  rayons  recteurs  associés  et  sur  les  avan- 
tages que  présente  l'emploi  de  ces  rayons  vecteurs  dans  la  Physique 
mathématique. 

C.  R.,  T.  XXVIII,  p.  6;  (iG  janvier  1 83  J  >. 

La  théorie  de  la  lumière,  comme  la  théorie  des  corps  élastiques, 
présente  deux  cas  distincts,  et  il  peut  arriver  de  deux  choses  l'une  : 
ou  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens,  suivant  les 
mêmes  lois,  et  alors  le  corps  transparent  devient  ce  que  j'ai  nommé 
un  corps  isophane,  et  le  corps  élastique  ce  que  j'ai  nommé  un  corps 
isotrope,  ou  cette  condition  n'est  pas  remplie.  Ajoutons  qu'un  corps 
peut  être  isophane  ou  isotrope,  non  autour  d'un  point,  mais  seule- 
ment autour  d'un  axe  dont  la  direction  est  donnée.  D'ailleurs  on  peut 
établir  les  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  que  présente  la 
Mécanique  moléculaire,  à  l'aide  de  deux  méthodes  différentes.  Celle 
de  ces  deux  méthodes  qui  paraît  la  plus  rigoureuse  consiste  à  consi- 
dérer les  corps  comme  des  systèmes  de  points  matériels  sollicités  par 
des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Lorsqu'on  la  suit, 
les  formules  auxquelles  on  parvient  sont  celles  que  j'ai  données  dans 
le  Mémoire  du  Ier  octobre  1827  (').  L'autre  méthode  opère  comme  si 
les  corps  étaient  des  masses  continues;  elle  s'appuie  sur  la  notion 
fondamentale  de  la  tension  ou  pression  dans  un  corps  solide.  Cette 
pression  ou  tension,  dont  il  m'a  semble  utile  d'introduire  la  considé- 
ration dans  la  Mécanique  moléculaire,  et  dont  j'ai  indiqué  les  pro- 
priétés principales  dans  le  Mémoire  du  3o  septembre  1822,  diffère 
de  la  pression  telle  qu'on  l'envisageait  dans  l'Hydrostatique,  en  ce 
qu'elle  est  généralement,  non  plus  normale,  mais  oblique  aux  faces 
qui  la  supportent.  Elle  n'est  pas  distincte  de  la  force  récemment 
appelée  par  M.  Lamé  force  élastique.  Il  suffit  d'établir  des  relations 

i  '  )  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 
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linéaires  entre  les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions 
supportées  en  un  point  donné  d'un  corps  élastique  par  trois  plans 
rectangulaires,  et  les  six  coefficients  que  renferme  la  condensation 
ou  dilatation  linéaire,  supposée  infiniment  petite,  pour  obtenir  les 
équations  homogènes  que  l'on  a  considérées  comme  propres  à  repré- 
senter l'équilibre  ou  le  mouvement  intérieur  des  corps  élastiques. 

Nous  joindrons  ici  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  importance.  Le 
mot  axes  d'élasticité,  employé  par  les  auteurs  des  divers  Ouvrages  ou 
.Mémoires  publiés  sur  la  théorie  des  corps  élastiques,  n'a  pas  toujours 
été  bien  défini,  et  on  lui  a  donné  des  acceptions  diverses.  Pour  éviter 
toute  confusion,  nous  adopterons  les  définitions  que  je  vais  indiquer. 

Rapportons  les  positions  des  divers  points  d'un  corps  à  trois  axes 
rectangulaires  des  x,  y,  z.  L'un  de  ces  axes,  l'axe  des  x  par  exemple, 
sera  un  axe  d'élasticité,  si  le  système  est  isotrope  autour  de  cet  axe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  n'altère  pas  les  équations  d'équi- 
libre ou  de  mouvement,  en  faisant  tourner  le  plan  des  yz  autour  de 
l'axe  des  x. 

D'autre  part,  le  plan  des  yz,  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  sera  un 
plan  principal  d'élasticité  si  l'on  n'altère  pas  les  équations  d'équilibre 
ou  de  mouvement,  en  changeant  le  signe  de  x,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  échangeant  entre  eux  le  demi-axe  des  x  positives  et  le 
demi-axe  des  x  négatives. 

Ces  définitions  étant  admises,  si  chacun  des  trois  plans  coordonnés 
est  un  plan  principal  d'élasticité,  les  trois  axes  coordonnés  pourront 
ne  pas  être  des  axes  d'élasticité. 

Etant  données  les  équations  générales  d'équilibre  ou  de  mouve- 
ment d'un  système  de  points  matériels,  on  peut  demander  les  condi- 
tions que  doivent  remplir,  dans  ces  équations  supposées  linéaires,  les 
coefficients  supposés  constants  pour  que  le  système  offre  un  ou  plu- 
sieurs plans  principaux,  ou  bien  un  ou  plusieurs  axes  d'élasticité,  et 
par  suite  les  conditions  à  remplir  pour  que  le  système  soit  isotrope 
autour  d'un  point  quelconque,  ou  autour  d'un  axe  donné. 

J'ai   indiqué  dans  d'autres  Mémoires   un  moyen  facile  d'effectuer 
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cette  recherche.  J'ajouterai,  aujourd'hui,  qu'on  peut  encore  résoudre 
très  simplement  les  problèmes  de  ce  genre,  en  s'appuyant,  comme  je 
vais  le  dire,  sur  la  considération  des  points  associés  et  des  rayons  rec- 
teurs associés. 

Les  positions  de  deux  points  mobiles  étant  rapportées  à  trois  axes 
coordonnés  rectangulaires  ou  obliques,  ces  deux  points  mobiles 
seront  nommés  points  associés  lorsque  les  coordonnées  rectilignes 
de  l'un  seront  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  coordon- 
nées de  l'autre.  Alors  aussi  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'origine 
à  ces  deux  points  seront  nommés  rayons  recteurs  associés. 

Les  coefficients  constants  des  coordonnées  de  l'un  des  points  dans 
les  expressions  des  coordonnées  de  l'autre  changeront  généralement 
de  valeurs,  non  seulement  si  l'on  échange  les  deux  points  mobiles 
entre  eux,  mais  encore  si  l'on  fait  tourner  les  axes  autour  de  l'ori- 
gine, ou  si  l'on  échange  entre  elles  deux  parties  d'un  même  axe. 
par  exemple  le  demi-axe  des  abscisses  positives  et  le  demi-axe  des 
abscisses  négatives.  Ces  changements  de  valeurs  peuvent  d'ailleurs 
se  déduire  des  formules  générales  qui  servent  à  la  transformation  des 
coordonnées;  mais,  sans  recourir  à  ces  formules,  j'ai  reconnu  qu'on 
peut  établir  directement  plusieurs  théorèmes  dignes  de  remarque, 
spécialement  relatifs  au  cas  où  les  axes  coordonnés  sont  rectangu- 
laires. Parmi  ces  théorèmes  je  citerai  les  deux  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  Ion  fait  tourner  autour  de  l'origine  les  trois  axes 
coordonnés  supposés  rectangulaires,  la  somme  des  trois  coefficients  qui 
affecteront  les  coordonnées  d'un  point  mobile,  dans  les  expressions  des 
coordonnées  de  même  espèce  d  un  point  associé,  demeurera  invariable. 

Théorème  II.  —  Les  trois  axes  coordonnés  étant  supposés  rectangu- 
laires,  si  l'on/ait  tourner  autour  du  premier  le  plan  des  deux  autres,  de 
manière  qu'il  décrive,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  un  certain 
angle  o,  non  seulement  le  coefficient  de  la  coordonnée  d'un  point  mesuré 
sur  le  premier  axe  dans  l'expression  de  la  coordonnée  de  même  espèce 
d'un  point  associé  restera   invariable ,  mais,   de  plus,  les  huit  autres 
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coefficients  qui  affecteront  les  coordonnées  du  premier  point  dans  les 
expressions  des  coordonnées  du  point  associé  vérifieront  quatre  condi- 
tions très  simples  en  vertu  desquelles,  de  quatre  fonctions  linéaires,  mais 
imaginaires,  de  ces  coordonnées,  la  première  restera  invariable,  tandis 
que  les  deux  suivantes  varieront  dans  le  rapport  de  i  à  i_ç,  et  la  dernière 
dans  le  rapport  de  i  à  i_2o. 

Si,  pour  plus  de  commodité,  on  nomme  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  premier  point,  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  associé,  et 

(x,  x),     (x,/),     (x,  z) 

les  coefficients  de  x,  y,  z  dans  l'expression  de  x;  si,  d'ailleurs, 
dans  les  trois  symboles  qui  précèdent,  on  remplace  x  par  y  ou 
par  z,  quand  les  coefficients  sont  pris  dans  l'expression  de  y  ou 
de  z,  les  quatre  fonctions  linéaires  mentionnées  dans  le  second 
théorème  seront 

(y,/)+   (zt*)-i[(y,s)-    (z,/)], 

(x,y)-+-i(x,.s),        (y,  ,z)4-i(z,  x), 

(y, y)-  (*,s)  +  i[(y,  «)+  U>j)]> 

quand  l'axe  de  rotation  sera  l'axe  des  x.  Alors  aussi  la  première  de 

ces  fonctions  devant  rester  invariable,  sa  partie  réelle  (y, y)  +  (z,  z) 

devra  être  invariable  elle-même  ainsi  que  la  différence  (y,  z)  —  (z,  y)  ; 

et,  comme  (x,x)  devra  encore  rester  invariable,  on  pourra  en  dire 

autant  de  la  somme 

(x,x)-h(y,y)  +  (z,z). 

Il  y  a  plus  :  cette  dernière  somme  devra  rester  encore  invariable, 
>i  l'on  fait  tourner  successivement  autour  de  chaque  axe  le  plan  des 
deux  autres,  et  par  suite  si  l'on  fait  tourner  les  trois  axes  d'une 
inanière  quelconque  autour  de  l'origine.  Donc  le  premier  théorème 
est  une  conséquence  du  second. 

D'ailleurs,  le  second  théorème  se  déduit  très  aisément  de  celle 
seule  remarque,  que,  dans  le  cas  où  l'on  fait  tourner  autour  de  l'axe 
des  x  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  la  distance  de  l'ori- 
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gine  à  ce  point  projeté  sur  le  plan  dos  yz  est  représentée,  en  gran- 
deur et  on  direction  :  i°  avant  la  rotation,  par  la  quantité  géomé- 
trique y  -+-  si;  2°  après  la  rotation,  par  le  produit  <lo  ootto  quantité 

géométrique  et  du  facteur 

i_ç—  e-f\ 

cd  étant  l'angle  décrit  avec  un  mouvement  d(>  rotation  direct  par  le 
plan  dos  yz. 

Concevons  maintenant  que  l'on  construise  une  sphère  qui  ait  pour 
contre  un  point  donné  d'un  corps  homogène,  et  que  l'on  détermine 
on  grandeur  comme  on  direction  la  pression  supportée  au  point  dont 
il  s'agit  par  une  petite  face  perpendiculaire  à  un  rayon  de  la  sphère. 
Ce  rayon,  que  nous  supposerons  infiniment  petit,  venant  à  changer 
de  direction,  la  pression  variera  elle-même,  conformément  au  théo- 
rème que  j'ai  donné  en  1822;  et  pour  énoncer  ce  théorème,  il  suffira 
de  dire  que,  le  rayon  de  la  sphère  venant  à  se  mouvoir,  la  pression 
sera  représentée  par  un  rayon  vecteur  associé. 

II  y  a  plus  :  le  mémo  théorème  continuera  (\v  subsister  si,  à  la  pres- 
sion supportée  par  une  face  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère,  on 
substitue  le  déplacement  apparent  d(>  l'extrémité  <\o  ce  môme  rayon 
dans  une  déformation  infiniment  petite  du  corps  solide,  mesurée  par 
un  observateur  placé  au  contre  de  la  sphère.  Donc  ce  déplacement 
pourra  encore  être  représenté  par  un  rayon  vecteur  associé  au  rayon 
de  la  sphère. 

Enfin,  comme  deux  rayons  vecteurs  associés  à  un  troisième  sont 
nécessairement  associés  entre  eux,  il  est  clair  que  la  pression  ou  ten- 
sion, et  le  déplacement  apparent  dont  il  s'agit,  seront  encore  deux 
quantités  représentées  par  deux  rayons  vecteurs  associés. 

De  cette  seule  considération,  jointe  au  second  des  deux  théorèmes 
généraux  énoncés  ci-dessus,  on  déduit  immédiatement,  et  avec  la 
plus  grande  facilité,  les  équations  qui  expriment  les  projections  algé- 
briques des  pressions  ou  tensions  en  fonctions  linéaires  des  projec- 
tions algébriques  des  déplacements  apparents  dans  un  corps  isotrope 
autour  d'un  axe  donné. 
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Lorsque  les  conditions  d'isotropie  sont  remplies  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires,  elles  le  sont  encore  par  rapport  à  un  troisième 
axe  perpendiculaire  aux  deux  autres,  et  alors  on  retrouve  les  condi- 
tions d'isotropie  du  corps  autour  d'un  point  quelconque,  telles  qu'on 
les  obtient  en  faisant  usage  ou  de  la  méthode  que  j'ai  donnée  en  1829, 
ou  de  celles  qui  ont  été  proposées  plus  tard  par  moi-même,  ou  par 
d'autres  géomètres. 

Je  remarquerai,  en  finissant,  que  la  théorie  des  points  associés  peut 
cire  employée  avec  succès  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de 
Physique  mathématique.  Ainsi,  par  exemple,  dans  un  cristal  à  un  axe 
optique,  les  rayons  vecteurs  menés  à  des  points  correspondants  de  la 
surface  de  l'onde  et  de  la  surface  caractéristique  sont  des  rayons 
vecteurs  associés. 


533. 

C.  R.,  T.  XXXVIII,  p.  ?38  (G  février  i854). 

M.  Cauchy  présente  à  l'Académie  des  Recherches  nouvelles  sur  la  tor- 
sion des  prismes. 

L'auteur  se  propose  de  développer,  dans  une  prochaine  séance,  les 
résultats  auxquels  il  a  été  conduit. 


534. 

Mécanique  analytique.  —  Sur  la  torsion  des  prismes. 
C.  R.,  T.  XXXVIII,  p.  J2G  (20  février  i854). 

La  torsion  des  prismes  ou  cylindres  à  base  rectangulaire,  ou  même 
a  base  quelconque,  le  changement  de  forme  des  prismes  tordus  et  la 
détermination  des  points  de  leur  surface  où  la  rupture  est  le  plus  à 
craindre,  sont,  dans  la  théorie  des  cor|>>  élastiques,  des  questions 
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capitales,  dont  la  solution  intéresse  au  plus  haut  degré  les  ingé- 
nieurs, les  constructeurs,  et  généralement  tous  ceux  qui  veulent 
déduire  de  cette  théorie  des  résultats  utiles  pour  la  pratique.  Je  me 
suis  déjà  occupé,  dans  le  quatrième  Volume  des  Exercices  de  Mathé- 
matiques ('),  de  la  torsion  des  prismes  à  base  rectangulaire.  Mais  les 
résultats  que  j'ai  obtenus,  en  négligeant  certains  termes  des  séries 
introduites  dans  le  calcul,  ne  peuvent  être  considérés  que  comme 
approximatifs,  et  subsistant  sous  certaines  conditions.  M.  de  Sainl- 
Venant,  ayant  reporté  son  attention  sur  cet  objet,  est  parvenu,  dans 
un  Mémoire  approuvé  par  l'Académie,  à  des  formules  dignes  de 
remarque.  Il  suit  de  ces  formules  que,  contrairement  à  l'opinion 
admise  jusqu'à  ce  jour,  le  danger  de  rupture  est  le  plus  grand,  non 
pas  dans  les  points  de  la  surface  les  plus  éloignés  de  l'axe  de  tor- 
sion, mais  dans  les  points  les  plus  rapprochés  de  cet  axe.  L'analyse 
de  M.  de  Saint-Venant  met  cette  conclusion  en  évidence,  pour  des 
prismes  ou  cylindres  de  diverses  formes,  spécialement  pour  ceux 
dont  les  bases  sont  rectangulaires  ou  elliptiques;  et  elle  l'explique 
en  faisant  voir  que  ces  bases,  loin  de  rester  planes,  sont  gauchies 
par  la  torsion.  Grâce  à  ce  gauchissement,  les  arêtes  d'un  prisme  ou 
d'un  cylindre  droit,  transformées  en  hélices  par  la  torsion,  peuvent 
rester  à  très  peu  près  normales  aux  éléments  des  bases.  D'ailleurs 
leur  inclinaison  sur  ces  éléments,  par  conséquent  le  danger  de  rup- 
ture, est  généralement  plus  faible  pour  les  arêtes  éloignées  de  l'axe 
de  torsion  que  pour  les  arêtes  rapprochées  de  cet  axe,  attendu  que, 
dans  un  prisme  ou  dans  un  cylindre  droit,  les  parties  saillantes  el 
proéminentes  sont,  par  cela  même,  plus  indépendantes  du  reste  de  la 
masse,  et  plus  libres  d'obéir  séparément,  sans  se  déformer,  à  l'action 
des  pressions  extérieures. 

Une  lecture  attentive  du  beau  travail  de  M.  de  Saint-Venant  m'a 
conduit  à  faire,  sur  la  torsion  des  prismes  ou  cylindres  droits,  des 
réflexions  nouvelles  qui  ne  sont  pas  sans  importance.  M.  de  Saint- 

(  '  )  OEiwrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  IX. 

OF.twres  de  C.  —   S.  I,   t.  XII.  18 
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Venant  s'est  borné  à  considérer  le  cas  où  l'angle  de  torsion  0,  relatif 
à  l'unité  de  longueur  mesurée  sur  l'axe  de  torsion,  est  une  quan- 
tité constante.  Or  on  peut  démontrer  que  l'équation  indéfinie,  dans 
laquelle  l'inconnue  est  un  très  petit  déplacement  parallèle  à  cet  axe, 
ne  changera  pas  de  forme  et  coïncidera  encore  avec  celle  qui  repré- 
sente l'équilibre  des  températures  dans  un  prisme  ou  cylindre  droit, 
si,  l'axe  de  torsion  étant  un  axe  d'élasticité,  l'angle  de  torsion,  sup- 
posé très  petit,  devient  fonction  de  la  distance  à  l'axe.  De  plus,  on 
peut  déduire  immédiatement  du  calcul  des  résidus,  non  seulement 
les  formules  remarquables  trouvées  par  M.  de  Saint-Venant  pour  la 
torsion  d'un  prisme  à  base  rectangulaire,  mais  encore  des  formules 
analogues  relatives  au  cas  où  l'angle  de  torsion  H  varierait  avec  la 
distance  à  l'axe  du  prisme  et  serait  représenté  par  une  fonction 
entière  du  carré  de  cette  distance. 

Analyse. 
§  I.  —   Préliminaires. 

Considérons  un  corps  élastique  homogène  dont  les  molécules 
s'écartent  très  peu  des  positions  qu'elles  occuperaient  si  les  pres- 
sions extérieures  et  intérieures  se  réduisaient  à  zéro.  Nommons  x, 
y,  z  les  coordonnées  primitives  d'une  molécule  m  rapportées  à  trois 
axes  rectangulaires.  Soient  £,  Y],  '(  les  déplacements  très  petits  de 
cette  molécule,  produits  par  des  pressions  extérieures,  et  mesurés 
parallèlement  aux  axes.  Enfin  soient 

Px,      Py,       Pz 

les  pressions  ou  tensions  exercées  au  point  (x,y,  z),  du  côté  des 
coordonnées  positives,  contre  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes 
des  x,  y,  z,  et  représentons  par 

Pxxi      Pxyi      Pxzt 

ou  par 

Pyxi      Pyyi      Pyzi 

ou  par 

Pzx,       Pzy,       Pzz 
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les  projections  algébriques  de  la  force  px  ou  py  ou  />c  sur  les  axes 
des  x,  y  et  z.  On  aura,  comme  nous  l'avons  montré  dans  les  Exercices 
mathématiques, 


yx> 


(')  Pyz—Pzy,  Pzx—Pxz,  Pxy  —  Py 

et  les  équations  d'équilibre  du  corps  élastique  seront 

I      ï>xPxX+    DyPxy-h    OzPxZ—O, 

( 2  )  D*  pyx  +  [),. pyy  +  D-  pyz  —  o, 

'  D*^*  +  Dy/>zy  +  Dzpz.  =  o. 

De  plus,  si  les  déplacements  lj,  yj,  Ç  sont  infiniment  petits,  les  six  pres- 
sions 

Pjcxi      Pyy      Pzz> 
Pyz*       Pzxt      Pxy 

se  réduiront  à  des  fonctions  linéaires  des  diverses  dérivées  des  dépla- 
cements 

différentiés  par  rapport  à  a?,  y,  r.  Donc  elles  se  réduiront,  si  les 
termes  qui  renferment  les  dérivées  des  ordres  supérieurs  peuvent 
être  négligés,  vis-à-vis  de  ceux  qui  renferment  les  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  à  des  fonctions  linéaires  des  neuf  quantités 

P*£,  Dy\,  D,£, 

l),t-ri,     Drn,    Dcyî, 

d,:,    Dvr,    Daç. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  p  la  pression  ou  tension  exercée  au 
point  (x,y,z)  contre  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  forme 
avec  les  axes  des  x,  y,  z  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  b,  c,  et  o 
l'angle  formé  par  la  direction  de  la  force/?  avec  celle  de  la  droite,  on 
aura 

(3)         pcoso  =  a-pXx+  b*pyy  -+-  c2/j;.+  2  bcpyz+  2cap:x-+-  2abpxy. 
Enfin,  si  l'on  désigne  par  r  la  distance  primitive  de  la  molécule  m  li 
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une  molécule  très  voisine,  située  sur  la  droite  dont  il  s'agit,  et  par 
/•(i  +  s)  ce  que  devient  cette  distance  après  le  déplacement  des  molé- 
cules, e  sera  ce  que  j'ai  nommé  la  dilatation  ou  condensation  linéaire 
mesurée  suivant  la  nouvelle  direction  de  cette  droite,  et  l'on  aura, 
en  supposant  £,  r\,  C  infiniment  petits, 

(4)  e  =  (aD*H-6Dy-+-cD«)  {a\  +  6yj  +  cÇ) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  s  =  a1txx-\-  b-Syy-h  cie:z-Jr  2bc£yz-+-  icaz-x-\-  iabzxy, 

les  valeurs  de  zxx,  tyy,  tzz,  2.iyz,  zizx,  itxy  étant 

/  r  \        (       £,xa- —  ".r  Ç>  £ yy  ~—  "y"fl>  &zz  =-  "y  b> 

I  2er:  —  DrÇ  +  D-rj,         2esa!=Da^  +  D;rÇ,         2sxr=  IVo  +  Drç; 

en  sorte  que  £xar,  £u,  £;z  représenteront  les  dilatations  ou  condensa- 
tions suivant  les  axes  des  x,  y  et  z.  Cela  posé,  si  les  pressions  ou  ten- 
sions au  point  (x,y,z)  dépendent  uniquement  des  diverses  dilata- 
tions ou  condensations  mesurées  suivant  les  diverses  directions  des 
droites  qui  passent  par  ce  même  point,  les  six  pressions 

(   Pxx,      Pyy,      Pzz, 

(7)  ) 

!   Pyz,      Pzx,      Pxy 

devront  se  réduire,  ainsi  qu'on  l'admet  ordinairement,  à  des  fonc- 
tions linéaires  des  six  quantités 

(    &xxi       £yv>       £;:> 

(8) 

'    Eyzi       ^zxf       £.»v  • 

Si  le  plan  des  yz,  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  est  un  plan  prin- 
cipal d'élasticité,  alors,  avenant  à  changer  de  signe,  les  quantités  (7) 
et  (8)  conserveront,  aux  signes  près,  les  mêmes  valeurs;  seulement, 
parmi  ces  quantités,  quatre  changeront  de  signe,  savoir  : 


/'.r\  Cl 


-xy 
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Pareillement,  si  le  plan  des yz,  perpendiculaire  à  l'axe  des  j,  est  un 
plan  principal  d'élasticité,  alors  parmi  les  quantités  (7),  (8),  quatre 
seulement  changent  de  signe,  savoir  : 

Pxyi     Pyz  Cl  ^xy>      *yz* 

Par  suite,  si  les  plans  des  yz  et  des  zx  sont  des  plans  principaux 
d'élasticité,  chacune  des  pressions 

Pxxi      Pyyi      Pzz 

devra  se  réduire  à  une  fonction  linéaire  des  quantités 

&xx>     ^yy>     °zz> 

et  les  trois  pressions 

Pyzf      Pzxj       Pxy 

deviendront  respectivement  proportionnelles  aux  trois  quantités 


Syz,     e: 


On  aura  donc  alors 


Pxx  —  «  Zxx  -+"  ?  ïyy  ■+•  C"  c~"< 

(  9  )  \  Pyy  =  f  txx  +  b  tyy  +  b'  eZz, 

\  Pzz  —  t'txx+VSyy+t  Ssz 

et 

(IO)  pyz=2i>£yZ,  p.x—1tBzx,  pxy=lUxy, 

les  coefficients  n,  b,  C;  ï»,  t,  f;  Y,  c',  î'\  Y,  c",  f"  étant  des  quantités 
constantes.  Alors  aussi  le  plan  des  xy,  perpendiculaire  à  l'axe  des  s, 
sera  encore  un  plan  principal  d'élasticité. 

Si  l'axe  des  x  est  un  axe  d'élasticité,  alors,  en  échangeant  l'un 
contre  l'autre  les  axes  des  y  et  s,  on  n'altérera  point  les  valeurs 
de  pxx  ni  de  pyz,  mais  on  transformera  pyy,  pxy  en  pgs,  pxz,  et  réci- 
proquement. Donc  alors  on  aura 

\>  =  c,        î)'=b",        i—t,        i"=t', 
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el  les  formules  (9),  (10)  donneront 

(11)  <  /?JV  =  c' zxx  +  b    Ery  -+-  fc'e--, 

\     /^=     =    t'Sxx^-t'     tyy+    b     £--, 

(12)  Pyz—  2&£.rx,  Pz«  =  «£«.  Pxy—  ^t^xy 

Cela  posé,  les  équations  (2),  jointes  aux  formules  (G),  (n),  (12), 
donneront 

j[aDl+f(D^+    Dj)]£  +(f  +  r')D^(n,yi  +  DsÇ)  =0, 

(i3)         [cDj.^b  D^+î>D:  ]Yj  +  (ji  +  î»')DrD5Ç-H(c  +  f')DJ.I)rï  =  o, 

(  [tD*-M  D?  +  b]);'  ]Ç  +(e+e')DsD«Ç-i-(>-+-b')DrD,io  =  o. 

§  II.  —   Torsion  des  prismes  ou  cylindres  droits. 

Supposons  que,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  on 
mène  de  cet  axe  une  droite  au  point  (x,  y,  z).  Soient  r  la  longueur 
de  cette  droite,  et  p  l'angle  qu'elle  forme  avec  le  plan  des  xy.  Elle 
pourra  être  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  quantité 
géométrique 

(1)  y-hzi  =  rp. 

Si  le  point  (x,  y,  z)  appartient  à  un  prisme  ou  cylindre  droit  auquel 
on  imprime  un  mouvement  de  torsion  autour  de  l'axe  des  x,  alors, 
en  nommant  q  l'angle  de  torsion,  et  \,  y],  '(  les  accroissements  sup- 
posés infiniment  petits  des  coordonnées  x,  y,  z,  on  aura 

(2)  Y  +  -n-*-(x  +  K)i  =  rp_m. 

Si,  d'ailleurs,  le  point  (x,y,z)  venant  à  se  déplacer  sur  une  droite 
parallèle  à  l'axe  des  x,  la  variation  de  ra  est  proportionnelle  à  la  varia- 
tion de  x,  en  sorte  qu'on  ait 

D^gï  =  0, 

0  étant  indépendant  de  x;  alors  de  l'équation  (2)  diflférentiée  par 
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rapport  à  x,  et  jointe  à  la  formule 

Dp>'P=  \rp, 

on  tirera 

Bx(n  +  Çi)=  —  i9rp-a, 

ou  à  très  peu  près,  en  supposant  a  très  petit, 

D.r(n  -+-Çi)=  —  ïBrp  —  —  d(y  +  si)ï; 
puis  on  en  conclura 

(3)  Dxn  =  8z,       Dxç  =  -Qy. 

Telles  sont  les  équations  qui  caractérisent  un  mouvement  de  torsion 
infiniment  petit  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  autour  de  l'axe  des  x. 
D'ailleurs,  on  tire  de  ces  équations,  en  supposant  0  indépendant  de  y 

et  z, 

(4)  DxDyY)z=o,        D.,D;Ç  =  o, 

(5)  Da!(DyY]+D2Ç)=o, 

et  alors,  si  la  dilatation  Dx%,  mesurée  suivant  l'axe  des  x,  est  indé- 
pendante de  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  suppose 

(6)  U.r|  =  o, 

la  première  des  équations  (i3)  du  §  I  donnera,  comme  l'a  observé 
M.  de  Saint-Venant, 

(;)  (D»4-DJ)é  =  o. 

Mais  il  est  clair  que,  pour  arriver  à  l'équation  (7),  il  n'est  pas  absolu- 
ment nécessaire  de  supposer  0  indépendant  de  y  et  z;  il  suffit  que 
l'équation  (5)  puisse  être  jointe  à  l'équation  (6).  Or.  si  0  devient 

fonction  de  r,  la  formule 

Dy_r       IV; 

y        s 

entraînera  la  suivante 


\)y9    _    D_a_0 
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et  des  formules  (3)  différentiées,  la  première  par  rapport  à  y,  la 
seconde  par  rapport  à  s,  on  déduira  encore  la  formule  (5).  Donc 
alors  aussi  l'équation  indéfinie  à  laquelle  satisfera  l'inconnue  H,  sera 
encore  l'équation  (7). 

Il  reste  à  montrer  comment,  à  l'aide  du  Calcul  des  résidus,  on 
pourra  obtenir  immédiatement  l'intégrale  donnée  par  M.  de  Saint- 
Venant,  et  l'intégrale  du  même  genre  relative  au  cas  où  0  est  fac- 
teur de  r;  c'est  ce  que  je  me  propose  d'expliquer  dans  un  prochain 
article. 


535. 

Calcul  intégral.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Marie, 
relatif  aux  périodes  des  intégrales. 

C.  H..  T.  XXXVIII,  p.  821  (8  mai  i854). 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Sturm  et  moi,  d'examiner  un  Mé- 
moire de  M.  Marie,  relatif  aux  périodes  des  intégrales  simples  et 
doubles.  Les  intégrales  simples  considérées  par  l'auteur  sont  celles 
qui  peuvent  être  présentées  sous  la  forme 

fyHfXds, 

s  désignant  un  arc  de  courbe,  et  .r,  y  des  fonctions  réelles  ou  imaei- 
naires  de  s,  liées  entre  elles  par  une  équation  caractéristique,  algé- 
brique ou  transcendante, 

Considérons  spécialement  le  cas  où  l'équation  caractéristique  est 
algébrique  et  de  forme  réelle;  alors,  pour  chaque  valeur  réelle  de  x, 
l'équation  (1),  résolue  par  rapport  à  y,  fournira  une  ou  plusieurs 
valeurs  réelles  ou  imaginaires,  par  conséquent  de  la  forme 

ou  de  la  forme 

y  =  v-\-  «ei, 
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u,  v,  w  étant  des  fonctions  réelles  de  x.  Cela  posé,  concevons  que,  la 
variable  x  représentant  une  abscisse,  on  construise  :  i°  la  courbe 
dont  l'ordonnée  serait  représentée  par  la  fonction  u\  2°  la  courbe  dont 
l'ordonnée  serait  représentée  par  la  somme  v  -+-  w,  les  axes  coordonnés 
étant  ou  rectangulaires  ou  obliques.  Ces  deux  courbes  seront  celles 
que  M.  Marie  nomme  la  courbe  réelle  et  la  conjuguée  de  la  courbe 
réelle.  Si,  avant  de  résoudre  l'équation  (i),  on  opère  une  transfor- 
mation de  coordonnées,  en  assignant  une  direction  nouvelle  à  l'axe 
des  y,  on  substituera  ainsi  aux  variables  x,  y  deux  nouvelles  variables 
xt,  yif,  qui  offriront  toutes  deux,  pour  une  valeur  réelle  de  x  et  pour 
une  valeur  imaginaire  de  y,  des  valeurs  correspondantes  imaginaires 
dans  lesquelles  le  rapport  entre  les  coefficients  de  i  sera  constant. 
Réciproquement,  si  l'on  attribue  à  xt  une  valeur  réelle,  et  à  yj  une 
valeur  imaginaire  qui  satisfasse  avec  xt  à  l'équation  caractéristique 
transformée,  les  valeurs  correspondantes  de  x,  y  seront  généralement 
imaginaires  ;  mais  le  rapport  entre  le  coefficient  de  i  dans  ces  diverses 
valeurs  sera  constant.  De  cette  observation  il  résulte  qu'à  une  même 
courbe  réelle,  représentée  par  l'équation  (i),  correspondent,  en 
nombre  infini,  des  courbes  conjuguées  dont  chacune  a  pour  coordon- 
nées variables  des  valeurs  réelles  de  x,  y  que  l'on  obtient,  en  rempla- 
çant i  par  i,  dans  des  valeurs  imaginaires  de  x,  y  assujetties  à  la 
double  condition  de  vérifier  l'équation  (i),  et  d'offrir  pour  coeffi- 
cients de  i  des  quantités  dont  le  rapport  demeure  constant. 

Les  courbes  conjuguées,  définies  comme  on  vient  de  le  dire, 
jouissent  de  propriétés  remarquables,  qui  sont  exposées  et  démon- 
trées dans  le  Mémoire  de  M.  Marie.  Citons-en  quelques-unes. 

Chacune  des  courbes  conjuguées  est  généralement  tangente  à  la 
courbe  réelle  aux  points  où  elle  la  rencontre;  par  suite,  la  courbe 
réelle  est  une  enveloppe  des  diverses  conjuguées. 

Si  une  des  conjuguées  présente  un  anneau  fermé,  si  d'ailleurs  on 
nomme  S  l'aire  comprise  dans  cet  anneau,  et  s  l'arc  décrit  sur  le  péri- 
mètre de  cet  anneau  par  un  point  qui  se  meut  avec  un  mouvement  de 
rotation  direct  autour  de  l'aire  S,  le  produit  de  cette  aire  par  i  sera 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  X1L  19 
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généralement  la  valeur  de  l'intégrale 


Jf 


yDsx  ds, 


c  étant  le  périmètre  entier  de  l'aire  S,  ou  ce  qu'on  peut  nommer  la 
période  imaginaire  de  l'intégrale 

(y  D,.r  ds. 

Si  l'on  t'ait  varier,  par  degrés  insensibles,  la  forme  d'un  anneau 
fermé,  appartenant  à  une  courbe  conjuguée,  en  faisant  varier  l'incli- 
naison de  l'axe  des  y,  l'aire  S  comprise  dans  cet  anneau  restera  ordi- 
nairement invariable.  Cette  dernière  proposition,  dont  la  démonstra- 
tion se  déduit  d'un  théorème  donné  par  l'un  de  nous  et  relatif  aux 
intégrales  curvilignes,  suppose  toutefois  que,  l'axe  des  y  venant  à 
changer  de  direction  par  degrés  insensibles,  la  valeur  de  y  tirée  de 
l'équation  (i)  n'atteint  pas  une  valeur  pour  laquelle  la  dérivée  de 
ï(x,  y)  relative  à  y  s'évanouisse  avec  ï(x,y). 

Dans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire,  M.  Marie  considère  non 
plus  une  fonction  de  y  de  x  déterminée  par  la  fonction  (i),  mais  une 
fonction  z  de  deux  variables  x,  y,  déterminée  par  une  équation  carac- 
téristique de  la  forme 

t(x,y,a)  =  o. 

A  des  valeurs  réelles  de  x,  y  correspondent,  en  vertu  de  cette  équa- 
tion, des  valeurs  de  z  réelles  ou  imaginaires,  par  conséquent  de  la 
forme 

z  =  Il 

ou  de  la  forme 

s  —  c  +  tri, 

//,  v,  w  étant  des  fonctions  réelles  de  x,  y,  z.  Cela  posé,  concevons 
que  les  variables  x,  y  représentant  deux  coordonnées  réelles,  on 
construise  :  i°  la  surface  courbe  dont  l'ordonnée  serait  représentée 
par  la  fonction  u;  20  la  surface  courbe  dont  l'ordonnée  serait  repré- 
sentée par  la  somme  v  -t-  w ,  les  axes  coordonnés  étant  ou  rectangu- 
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laires  ou  obliques.  Ces  deux  surfaces  seront  celles  que  M.  Marie 
nomme  la  surface  réelle  et  la  conjuguée  de  la  surface  réelle.  Si,  avant  de 
résoudre  l'équation  caractéristique,  on  opère  une  transformation  de 
coordonnées,  en  assignant  une  direction  nouvelle  à  l'axe  des  s,  on 
substituera  ainsi  aux  variables  x,  y,  z  trois  nouvelles  variables  xi% 
Y,,  z,  qui  offriront  toutes  trois,  pour  des  valeurs  réelles  de  x,  y  et 
pour  une  valeur  imaginaire  de  z,  des  valeurs  correspondantes  ima- 
ginaires, dans  lesquelles  les  rapports  entre  les  coefficients  de  i  seront 
constants.  Réciproquement,  si  l'on  attribue  à  xt,  j,  des  valeurs  réelles. 
et  à  zt  une  valeur  imaginaire  qui  satisfasse,  avec  xt,  yt,  à  l'équation 
caractéristique  transformée,  les  valeurs  correspondantes  de  x,  y,  z 
seront  généralement  imaginaires,  mais  les  rapports  entre  les  coelli- 
cients  de  i  dans  ces  dernières  valeurs  seront  constants.  De  cette 
observation  il  résulte  qu'à  une  même  surface  réelle  correspondent,  en 
nombre  infini,  des  surfaces  conjuguées,  dont  chacune  a  pour  coordon- 
nées variables  des  valeurs  réelles  de  x,  y,  z  que  l'on  obtient  en  rem- 
plaçant i  par  i,  dans  des  valeurs  imaginaires  de  x,  y,  z  assujetties  ii 
la  double  condition  de  vérifier  l'équation  caractéristique  et  d'offrir 
pour  coefficients  de  i  des  quantités  dont  les  rapports  demeurent  con- 
stants. 

Les  surfaces  conjuguées,  définies  comme  on  vient  de  le  dire, 
jouissent  de  propriétés  remarquables,  analogues  à  celles  des  courbes 
conjuguées.  Ainsi,  en  particulier,  comme  l'observe  M.  Marie,  lors- 
qu'une surface  conjuguée  est  fermée  et  limitée  en  tous  sens,  le 
volume  Fcompris  dans  cette  surface  et  représenté  par  une  intégrale 
double  reste  généralement  invariable,  tandis  que  l'on  fait  varier  par 
degrés  insensibles,  ou  entre  des  limites  quelconques,  ou  du  moins 
entre  certaines  limites,  l'inclinaison  de  l'axe  des  z  sur  l'axe  des  x  ou 
sur  l'axe  des  y.  D'ailleurs,  le  produit  de  ce  volume  V  par  i  esl  ce 
qu'on  peut  nommer  la  période  imaginaire  d'une  certaine  intégrale 
double. 

En  résumé,  les  Commissaires  jugent  que  le  Mémoire  de  M.  Marie 
présente,  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles,  des 
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recherches  intéressantes  qui  ont  conduit  l'auteur  à  des  résultats  nou- 
veaux, et  qu'en  conséquence  ce  Mémoire  mérite  d'être  approuvé  par 
l'Académie. 


536. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  la  transformation  des  Jonctions  implicites 
en  moyennes  isotropiques,  et  sur  leurs  développements  en  séries  tri go • 

nométriques. 

C.  R.,  T.  XXXVIII,  p.  910(22  mai  i854). 

J'appelle  série  trigonométrique  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières,  ascendantes  et  descendantes  d'une  exponentielle 
trigonométrique.  Dans  le  développement  d'une  fonction  implicite  en 
une  série  de  cette  espèce,  le  coefficient  d'une  puissance  entière  de 
l'exponentielle  peut  être  souvent  exprimé  par  une  intégrale  définie, 
dans  laquelle  on  trouve,  sous  le  signe  f ,  une  fonction  non  plus  im- 
plicite, mais  explicite,  d'une  autre  exponentielle  trigonométrique,  ou 
même  par  la  moyenne  isotropique  entre  les  diverses  valeurs  d'une 
fonction  qui  dépend  de  l'argument  d'une  variable  substituée  à  la  nou- 
velle exponentielle,  mais  douée  d'un  module  inférieur  ou  supérieur  à 
l'unité.  J'indique  dans  le  présent  Mémoire  un  moyen  très  simple 
d'obtenir  le  développement  dont  il  s'agit,  en  le  déduisant  de  la  trans- 
formation de  la  fonction  implicite  donnée  en  une  moyenne  isotro- 
pique de  même  nature  que  celles  qui  expriment  les  divers  coeffi- 
cients. Cette  transformation  permet  d'ailleurs  non  seulement  de 
déterminer  sans  peine  les  deux  modules  de  la  série  qui  représente  le 
développement,  mais  encore  de  réduire,  dans  beaucoup  de  cas, 
chaque  coefficient  au  résidu  intégral  d'une  certaine  fonction  ration- 
nelle. On  trouve  ainsi,  par  exemple,  avec  la  plus  grande  facilité,  et 
sous  une  forme  très  simple,  les  divers  termes  du  développement 
d'une  fonction  rationnelle  des  sinus  et  cosinus  de  l'anomalie  excen- 
trique d'une  planète  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
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entières  de  l'exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour  argument 
l'anomalie  moyenne,  et  les  deux  modules,  ordinairement  égaux  entre 
eux,  de  la  série  qui  représente  ce  même  développement. 

Analyse. 

Supposons  deux  angles  ô  et  -j*  liés  entre  eux  par  une  équation  algé- 
brique ou  transcendante,  en  vertu  de  laquelle  l'angle  ty  soit  une 
fonction  implicite  de  0.  Si  l'on  pose 

l'élimination  de  G  et  ^  réduira  l'équation  donnée  à  une  équation 
caractéristique  entre  les  variables  u  et  s,  en  vertu  de  laquelle  u  sera 
une  fonction  implicite  de  s. 

Concevons  maintenant  que,  en  vertu  de  l'équation  donnée,  •]>  et  0 
se  réduisent  simultanément  à  un  multiple  quelconque  de  la  demi-cir- 
conférence tz.  Soit  encore 

a  =  F(«) 

une  fonction  monodrome  et  monogène  de  la  variable  u.  Si  l'équation 
caractéristique  entre  les  variables  s,  u  a  pour  premier  membre  une 
fonction  monodrome  et  monogène  de  chacune  de  ces  variables,  0,  en- 
visagé comme  fonction  de  s  pourra  être  généralement  transformé  en 
une  moyenne  isotropique  relative  à  l'argument  moyen  de  deux  va- 
riables nouvelles  v,  w,  dont  u  sera  considéré  comme  représentant 
une  valeur  particulière,  mais  dont  les  modules  seront,  le  premier 
inférieur,  le  second  supérieur  à  l'unité.  D'ailleurs  cette  moyenne 
isotropique  sera  généralement  développable  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  ascendantes  et  descendantes  de  s,  et 
dans  le  développement  ainsi  obtenu  le  coefficient  £la  de  sn  sera  lui- 
même  une  moyenne  isotropique  que  l'on  pourra  supposer  relative  à 
l'argument  ^  de  la  moyenne  u.  Enfin  l'on  pourra  ordinairement  déter- 
miner avec  une  grande  facilité  le  coefficient  Q  à  l'aide  du  Calcul  des 
résidus,  et  les  deux  modules  de  la  série  qui  représente  le  développe- 
ment de  Q,  à  l'aide  de  l'équation  caractéristique.  En  effet,  chacun  de 
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ces  deux  modules  sera  généralement  inverse  d'un  volume  de  s,  qui 
vérifiera  l'équation  caractéristique,  jointe  à  celle  équation  différen- 
tiée  par  rapport  à  //. 

Supposons,  pour  fixer  les   idées,  que  L'équation  caractéristique 
entre  s  et  //  soit  de  la  forme 


(0 


s=((u), 


((ii)  étant  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  u.  Nommons 
d'ailleurs  cp  l'argument  commun  de  deux  variables  v,  w,  dont  les 
modules  soient,  le  premier  inférieur,  le  second  supérieur  à  l'unité, 
el  posons 

(2)  F=f(c),  (I    =f(.r). 

Enfin,  concevons  que,  le  module  de  s  venant  à  croître  ou  à  décroître 
à  partir  de  l'unité,  on  puisse  en  dire  autant  du  module  de  u.  En  dési- 
gnant à  l'aide  de  la  lettre  OÏL  une  moyenne  isotropique  relative  à  l'ar- 
gument commun  cp  de  v  et  de  w,  on  aura,  pour  des  modules  de  v  et  w 
très  voisins  de  l'unité, 


(3,  a  =  .m['-^D„.n] 

puis  on  en  conclura 

(4) 

la  valeur  de  Q,  étant 
(5) 


OU 


m»-*]- 


il 


s  «•-• 


Q„  =  Oit 


i^D    si 


et  la  moyenne  isotropique  étant  relative  à  l'argument^  de  la  variable  //. 
Si  d'ailleurs  s  et  F(m)  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions 
rationnelles  de  u,  composées  d'un  nombre  fini  ou  môme  infini  de 
termes,  l'équation  (5)  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 


(6) 


|0)V^I  —  7tl  \     S  /M 
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Pour  montrer  une  application  des  formules  précédentes,  suppo- 
sons que  l'angle  0  se  réduise  à  l'anomalie  moyenne  T  d'une  planète, 
et  que  l'angle  ^  désigne  l'anomalie  excentrique  liée  à  l'anomalie 
moyenne  par  l'équation 

(7)  ip  —  ssini|>=7-, 

dans  laquelle  1  est  l'excentricité  de  l'orbite.  Dans  ce  cas,  l'élimina- 
tion de  '\/  et  T  entre  l'équation  (7)  et  les  deux  suivantes 

s  —  eTl,        11  =  cv' 
produira  l'équation  caractéristique 

s  =  ue    -        "', 
et  l'on  aura  par  suite,  dans  la  formule  (3), 

Alors  aussi  l'équation  (4)  donnera 

(8)  "=    S    ""e"n' 

les  valeurs  de  Qrt  et  de  0_„  étant  déterminées  par  les  formules 

IO)wl  —  7I|\      "■>        /u  (o)w(— ir)\         IIS  /,, 

dans  lesquelles  on  pourra  supposer 

(10)  n(u)  =  QV^T, 

ou  bien 

in)  n(u)  =  -^\).bu, 

n  1 


ou  en  tin 


(12)  H(„)-_    I+_j). 


I 


«£l   \  Il        •    '   l'IIS 


!>..,<> 


^ 
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537. 

Analyse  mathématique.  —  Formules  générales  pour  la  transformation 
des  fonctions  implicites  en  fonctions  explicites. 

C.  R.,  T.  XXXVIII,  p.  945  (29  mai  i854). 

La  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  exige  la  transforma- 
tion de  fonctions  implicites  d'une  ou  de  plusieurs  variables  en  fonc- 
tions explicites.  C'est  ainsi  que,  pour  résoudre  les  problèmes  astro- 
nomiques, on  doit  d'abord  transformer  la  fonction  perturbatrice  en 
une  fonction  explicite  du  temps;  mais  cette  opération  et  les  transfor- 
mations de  même  nature,  effectuées  à  l'aide  des  méthodes  connues, 
substituent  généralement  aux  fonctions  données  des  séries  compo- 
sées d'un  nombre  infini  de  termes;  et  ce  n'est  qu'avec  peine  que  l'on 
parvient  soit  à  démontrer  la  convergence  de  ces  séries,  soit  à  déter- 
miner leurs  modules  et  les  valeurs  approchées  des  termes  de  rang 
élevé.  Or  ces  démonstrations  et  ces  déterminations  deviennent  faciles, 
lorsque,  en  s'appuyant  sur  les  formules  générales  que  j'ai  proposées 
en  i83i  (1)  et  en  1846  (2),  on  commence  par  transformer  les  fonc- 
tions implicites  en  intégrales  curvilignes  étendues  aux  périmètres 
entiers  de  certaines  courbes  fermées.  Ces  intégrales,  une  fois  obte- 
nues, on  peut  les  développer  en  séries  de  diverses  manières.  Il  y  a 
plus  :  les  courbes  fermées  auxquelles  se  rapportent  les  intégrales 
curvilignes  peuvent,  au  gré  du  calculateur,  s'étendre  ou  se  rétrécir, 
du  moins  entre  certaines  limites,  ce  qui  permet  d'assigner  à  ces  inté- 
grales une  infinité  de  formes  diverses.  En  opérant  comme  on  vient  de 
le  dire,  on  pourra  transformer,  par  exemple,  une  fonction  implicite 
en  une  somme  d'intégrales,  dont  les  unes  étant  circulaires,  c'est- 
à-dire  étendues  aux  circonférences  de  certains  cercles,  se  réduiront 
à  des  moyennes  isotropiques;  tandis  que  les  autres,  réduites  à  des 

(')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 
{"-)  Ibid.,  S.  I,  T.  X. 
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intégrales  singulières  du  premier  ou  du  second  ordre,  pourront 
être,  dans  le  premier  cas,  représentées  par  des  résidus  d'une  même 
fonction. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  deux  variables  s  et  iQ  soient 
représentées  par  deux  fonctions  explicites  d'une  troisième  variable  //, 
et  que  ces  deux  fonctions  restent  monodromes  et  monogènes  entre  des 
limites  quelconques.  £1  sera  une  fonction  implicite  de  la  variable  s;  et, 
après  avoir  transformé  cette  fonction  implicite  û,  ou  une  puissance 
quelconque  de  ù,  en  une  fonction  explicite  de  s,  représentée  par 
une  somme  d'intégrales  définies,  on  pourra  aisément  développer  cette 
somme  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  ascen- 
dantes et  descendantes  de  s.  Pour  y  parvenir,  il  suffira  de  développer 
en  une  progression  géométrique  ordonnée  ou  suivant  les  puissances 
ascendantes,  ou  suivant  les  puissances  descendantes  de  s,  l'un  des 
facteurs  renfermés  sous  le  signe  /  dans  chacune  des  intégrales  que 
comprend  la  somme  dont  il  s'agit;  ou  bien,  sous  le  signe  D1L  ou  £, 
dans  les  moyennes  isotropiques,  ou  dans  les  résidus  substitués  à  ces 
intégrales.  Chacun  des  deux  modules  d'une  série  ainsi  obtenue  sera 
généralement  inverse  du  module  d'une  valeur  imaginaire  de  s,  pour 
laquelle  l'un  des  facteurs  renfermés  sous  le  signe  /,  ou  DlL,  ou  £ 
deviendra  infini.  D'ailleurs,  ces  modules  étant  déterminés,  il  de- 
viendra facile  de  calculer  avec  une  grande  approximation,  dans  le 
développement  de  chaque  intégrale,  le  coefficient  d'une  puissance 
très  élevée  de  s  ou  de  ->  et,  pour  effectuer  ce  calcul,  il  suffira  de 

recourir  aux  considérations  dont  j'ai  fait  usage  dans  mes  Mémoires 
sur  les  approximations  des  fonctions  de  très  grands  nombres. 

Dans  un  prochain  article,  j'appliquerai  spécialement  les  formules 
générales  ici  établies  à  la  solution  des  problèmes  astronomiques,  et 
j'obtiendrai  ainsi  de  nouvelles  méthodes  très  expéditives  propres  à 
fournir,  par  exemple,  le  module  et  l'argument  de  la  grande  inégalité 
découverte  par  M.  Le  Verrier  dans  le  moyen  mouvement  de  la  planète 
Pallas. 
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Analyse. 

Soient  s  et  //  deux  quantités  géométriques  qui  soient  considérées 

comme  les  affixes  de  deux  points  situés  dans  un  certain  plan.  Soient 

encore 

U=f(u)        et        II(«) 

deux  fonctions  de  //,  qui  restent  monodromes,  monogènes  et  tinies. 
dans  le  voisinage  d'un  point  P  dont  l'afïixe  //  est  déterminée  par 
l'équation 

(i)  U-s-o, 

el  même  dans  l'intérieur  d'une  courbe  fermée,  servant  de  contour  ;i 
une  certaine  aire  S  qui  renferme  le  point  P.  On  aura,  en  supposant 
le  résidu  qu'indique  le  signe  £  relatif  au  seul  point  P  compris  dans 

l'aire  S, 

(2)  rfn(«n  _n(M) 

(2)  <i{w=-s)l^1<hû, 

pourvu  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule,  on  réduise  la 
valeur  de  u  h  celle  qui  représente  l'afïixe  du  point  P;  et,  si  l'on  veut 
que  ce  second  membre  soit  une  certaine  fonction 

(3)  Q  =  F(u) 

de  cette  même  afïixe,  qui  reste  monodrome,  monogène  et  finie  dans 
le  voisinage  du  point  P,  il  suffira  de  prendre 

n(u)  =  F(«)Da*7. 

Sous  celle  condition,  l'équation  (2)  donnera 

Soit  maintenant  co  l'arc  décrit  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  le 
eontour  entier  de  l'aire  S,  par  un  point  qui  se  meut  en  tournant 
autour  de  celle   aire  avec  un  mouvement  de  rotation  direct;   nom- 
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nions  c  le  contour  entier  de  cette  aire,  et  posons,  pour  abréger, 

(5)  $(u)  =  j^I>HU. 

On  aura,  en  regardant,  sous  le  signe  f ,  u  comme  fonction  de  o>, 

(6)  f  (£(„))„=  A    f  $(u)T)wudu. 
Donc  la  formule  (4)  entraînera  la  suivante  : 

(7)  û^jf'fMh,^,,. 

Chacune  de  ces  équations  (4),  (7)  transforme  immédiatement,  en 
fonction  explicite  de  la  variable  s,  la  fonction  implicite  de  s,  déter- 
minée par  le  système  des  équations  (1)  et  (3). 

Si,  en  nommant  S{u)  une  fonction  de  u  qui  reste  monodrome, 
monogène  et  finie  dans  le  voisinage  du  contour  de  l'aire  S,  on  pose 
généralement 

(8)  (S)  =  -U    f  #(«)Dw«rfco, 

ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  désigne,  à  l'aide  de  la  notation  (S), 


l'intégrale  curviligne 


(9) 


/d  (  u  )  du 


étendue  au  contour  entier  de  l'aire  S,  la  formule  (7)  donnera  sim- 
plement 

(10)  Û  =  (S), 

la  fonction  §(u)  étant  déterminée  par  l'équation  (5). 

Si  le  contour  de  l'aire  S  se  réduisait  à  un  cercle  dont  le  rayon  fût  /•, 
alors,  en  posant 

on  aurait 

u  =  re^x,         du  =  i  u  d\i, 
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et  l'intégrale  (9)  serait  réduite  à 

—    f     u$(u)db  =  —    f    uJ(u)d<b  =  DXl[uj(u)}, 

la  moyenne  isotropique  indiquée  par  le  signe  3ïL  étant  relative  à  l'ar- 
gument |  de  //.  Donc  alors  l'équation  (7)  donnerait 


") 


°  =  ~[ï^rD4 


Considérons  maintenant  deux  courbes  fermées  dont  l'une  enve- 
loppe l'autre,  le  point  P  étant  situé  entre  elles.  Soient  d'ailleurs  A 
l'aire  comprise  dans  la  courbe  enveloppée,  B  l'aire  comprise  dans  la 
courbe  enveloppante,  et  v,  w  les  affixes  variables  des  points  situés  sur 
ces  deux  courbes;  enfin,  partageons  l'aire  B  —  A  comprise  entre  les 
deux  courbes  en  éléments  finis  S,  S,,  S;/,  . . . ,  dont  l'un  soit  précisé- 
ment l'aire  S,  et  supposons  que  la  fonction  S{u)  demeure  mono- 
drome,  monogène  et  finie  dans  le  voisinage  des  points  situés  sur  les 

deux  courbes  et  sur  les  contours  des  éléments  S,  S  ,  S En  dési- 

gnant,  à  l'aide  des  notations 

(A),     (B),     (S,),     (S,),     ..., 

les  valeurs  qu'acquiert  l'intégrale  (S)  quand  on  substitue  à  l'aire  S 

les  aires 

A,    B,     S„     S„,     ..., 

on  aura 

(B)  =  (A)  +  (S)4-(S/)  +  (S„)+..., 

par  conséquent 

(12)  (S)  =  (B)-(A)-(S,)-(S,)-.... 

Si  la  fonction  5(11)  reste  monodrome,  monogène  et  finie  en  chaque 

point  de  chacune  des  aires 

S,,    s„,     . . . , 

les  intégrales  curvilignes 

(S,),    (S,),     ... 
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s'évanouiront,  et  la  formule  (12)  donnera  simplement 

(i3)  (8)  =  (B)-(A). 

Si  d'ailleurs  les  aires  A,  B  se  réduisent  à  deux  cercles  dont  les  rayons 
soient/-,  R,  alors,  les  contours  de  ces  deux  aires  étant  deux  circonfé- 
rences de  cercle,  les  affixes  e,  w  de  deux  points  de  ces  circonférences 
situés  sur  un  même  rayon  vecteur,  par  conséquent  de  deux  points 
correspondants  au  même  argument  ou  angle  polaire  9,  seront  de  la 
forme 

et  l'on  aura 

(A)  =  011  [('#((')],         (B)  =  31L|>^(«<)], 

en  sorte  que  la  formule  (i3)  donnera 

04)  (S)  =  3ll[w$(w)]  —  3ïL[vg(v)]. 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  l'intégrale  (S)  restera  inva- 
riable, si  la  courbe  fermée  qui  lui  sert  de  contour  varie  et  change  de 
forme  par  degrés  insensibles,  sans  que  la  fonction  $(u)  cesse  d'être 
monodrome,  monogène  et  finie  en  chaque  point  de  cette  courbe.  La 
même  remarque  est  applicable  à  chacune  des  intégrales 

(S,),    (S,),    .... 

Cela  posé,  concevons  que  la  fonction  $(u)  reste  généralement 
monodrome,  monogène  et  finie  en  chaque  point  de  chacune  des 
aires  S,,  Sw,  ...  et  ne  cesse  de  l'être  que  pour  certains  points  sin- 
guliers, séparés  les  uns  des  autres,  ou  pour  les  points  situés  sur 
certaines  lignes  singulières.  Supposons  encore  les  aires  finies 

S,,    S„,     . . . , 

qui  représentent  les  éléments  finis  de  l'aire 

B-A-S, 

choisis  de  manière  que  chacune  d'elles  renferme  ou  un  seul  point 
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singulier-  ou  une  seule  ligne  singulière.   On  pourra,  sans  altérer  les 

valeurs  des  intégrales 

(S,),    (S,),     ..., 

réduire  les  aires  finies 

S,,     S„,     . . . 

à  des  aires 

a,    1),     ..., 

dont  chacune  offrira  une  ou  deux  dimensions  infiniment  petites,  et 

alors  les  intégrales 

(S,),    (8,),     ... 

se  trouveront  réduites  aux  intégrales 

(a),    (b),     ..., 

dont  chacune  sera  une  intégrale  singulière  du  premier  ordre  dans  le 
premier  cas,  du  second  ordre  dans  le  second  cas.  Alors  aussi  la  for- 
mule (12)  donnera 

(.5)  (S)  =  (B)-(À)-(a)-(b)-.... 

Si  d'ailleurs  l'aire  B  —  A  —  S  ne  renferme  pas  de  lignes  singulières, 
mais  seulement  des  points  singuliers,  les  intégrales  singulières  (a). 
(b),  . . .  seront  toutes  du  premier  ordre,  et  leur  somme 


(a)-H(b; 


se  réduira  au  résidu  intégral 


/,(*(«))« 


étendu  aux  diverses  valeurs  de  //,  qui,  étant  racines  de  l'équation 


1 

=  o, 


$(u) 

représenteront  des  allixcs  de  points  situés  dans  l'aire  B  —  A  —  S. 
Dans  cette  même  hypothèse,  l'équation 

(a)  +  (b)+...=  £(*(u)). 
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réduira  la  formule  (i5)  à  la  suivante  : 

(16)  (S)  =  (B)-(A)- £(*(«)).. 

Revenons  maintenant  au  cas  spécial  où  la  fonction  3(u)  est  déter- 
minée par  la  formule  (5),  et  supposons  les  contours  des  aires  A,  R 
choisis  de  manière  que  l'aire  B  —  A  comprise  entre  ces  contours  ren- 
ferme un  seul  point  P  dont  l'affixe  a  vérifie  l'équation  (r).  Alors  de 
l'équation  (io),  jointe  à  la  formule  (i5),  on  tirera 

(■7)  fi  =  (B)-(A)-(a)-(b)-.... 

Cette  dernière  équation  suppose  que  les  deux  fonctions 

U={(u)        et        0  =  F(«) 

restent  généralement  monodromes,  monogènes  et  finies  en  chaque 

point  de  l'aire 

R-A-S, 

et  ne  cessent  de  l'être  que  pour  quelques-uns  de  ces  points,  savoir 
pour  certains  points  singuliers,  ou  pour  ceux  qui  sont  situés  sur 
certaines  lignes  singulières.  Si  l'aire  B  —  A  —  S  ne  renferme  pas  de 
lignes  singulières,  la  formule  (17)  sera  réduite  à 

(18)  Q  =  (B)- (A) -£(/(«))«, 

le  signe  X  s'étendant  seulement  à  des  valeurs  de  u  qui  représenteront 
les  affixes  des  points  renfermés  dans  l'aire  B  —  A  —  S;  et,  si  cette  aire 
ne  renferme  pas  de  lignes  singulières,  ni  de  points  singuliers,  on  aura 
simplement 

(19)  a=(B)-(A). 

* 

Enfin,  si,  dans  la  dernière  hypothèse,  les  aires  A  et  R  sont  celles  de 
deux  cercles  qui  aient  pour  centre  l'origine  des  coordonnées,  on 
aura,  en  nommant  v,  w  les  afiîxes  de  points  situés  sur  les  circonfé- 
rences de  ces  deux  cercles, 

(20)  9.  —  3H  [#(«;)]  —  31L [§  (  v )]  ; 
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e(  comme,  en  posant,  pour  abréger, 

F=f(r),  W=i(w), 

on  trouvera 

l'équation  (20)  donnera 

(„)  o=*[t^?».i»']-*[t^J».'']. 

On  sera  donc  ainsi  ramené  à  l'équation  (3)  de  la  page  i5o. 


538. 

Analyse  mathématique.   —    Application  des  formules  établies  dans 
le  précédent  Mémoire  à  la  solution  des  problèmes  astronomiques. 

C.  H.,  T.  XXXVIII,  p.  952  (29  mai  i854). 

Les  résultats  obtenus  dans  ce  Mémoire  seront  exposés  dans  un  pro- 
chain article. 


539. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  la  transformation  des  variables  qui  déter- 
minent les  mouvements  d'une  planète  ou  même  d'une  comète  en 
fonction  explicite  du  temps,  et  sur  le  développement  de  ces  fonctions 
en  séries  convergentes. 

C.  H.,  T.  XXXVIII,  p.  990  (5  juin  i834  )- 

Les  formules  établies  dans  le  précédent  Mémoire  transforment  des 
fonctions  implicites  en  fonctions  explicites  représentées  par  des  inté- 
grales curvilignes;  et,  pour  développer  ces  intégrales  en  séries  con- 
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vergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  ascendantes  et 
descendantes  des  variables,  il  suffît  de  développer  un  des  facteurs 
compris  dans  chaque  intégrale  en  progression  géométrique.  D'ail- 
leurs, les  courbes  auxquelles  se  rapportent  les  intégrales  curvilignes 
peuvent  changer  de  forme,  par  conséquent  s'étendre  ou  se  rétrécir  du 
moins  entre  certaines  limites;  et,  en  choisissant  convenablement  les 
formes  de  ces  courbes,  on  peut  déterminer  avec  une  grande  facilité 
non  seulement  les  deux  modules,  ordinairement  égaux  entre  eux,  de 
chacune  des  séries  obtenues,  mais  encore  des  valeurs  très  approchées 
des  termes  d'un  rang  élevé.  Parmi  les  résultats  importants  auxquels 
on  parvient  de  cette  manière,  je  me  bornerai  aujourd'hui  à  citer  ceux 
qui  sont  relatifs  à  l'Astronomie. 

Comme  l'a  remarqué  M.  Le  Verrier,  les  séries  qui  se  présentent  au 
calculateur  dans  la  détermination  des  mouvements  d'une  planète, 
doivent,  pour  demeurer  convergentes,  lorsque  l'inclinaison  et  l'ex- 
centricité ne  sont  pas  très  petites,  s'ordonner  non  plus  suivant  les 
puissances  entières  de  ces  éléments,  mais  suivant  les  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l'anomalie  moyenne.  Alors  les  séries  peuvent  encore 
être  supposées  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  ascendantes 
et  descendantes  de  l'exponentielle  trigonométrique  s  qui  a  pour  argu- 
ment cette  anomalie  moyenne.  Or,  en  s'appuyant  sur  les  formules  que 
j'ai  données  dans  le  précédent  Mémoire,  on  peut  aisément  développer 
en  une  semblable  série  une  fonction  rationnelle  et  même  souvent  une 
fonction  irrationnelle  de  l'exponentielle  trigonométrique  u  qui  a  pour 
argument  l'anomalie  excentrique.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
le  cas  où  la  fonction  développée  ù  est  une  fonction  entière  de  u  et 

de  -;  alors,  en  égalant  la  sécante  de  l'anomalie  excentrique  à  l'excen- 
tricité, on  obtiendra  pour  cette  anomalie  une  infinité  de  valeurs  ima- 
ginaires auxquelles  correspondront  seulement  deux  valeurs,  toutes 
deux  réelles,  de  la  variable  s,  et  la  plus  petite  de  ces  deux  valeurs 
sera  précisément  la  valeur  commune  des  deux  modules  du  dévelop- 
pement de  û.  De  plus,  le  module  du  nUme  terme  sera  sensiblement 
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proportionnel,  lorsque  n  sera  très  grand,  à  la  ^icrae  puissance  du 
module  divisée  par  la  racine  carrée  de  n. 

Ces  conclusions  subsistent  et  permettent  d'effectuer  aisément  les 
calculs,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'excentricité,  pourvu  qu'elle 
reste  sensiblement  inférieure  à  l'unité;  elles  permettent  donc  d'éta- 
blir encore  avec  facilité  la  théorie  des  petites  planètes.  Lorsque  l'ex- 
centricité se  réduit  à  l'unité,  le  module  de  chaque  série  étant  lui- 
même  l'unité,  l'inspection  de  ce  module  ne  suffit  plus  à  constater 
la  convergence  de  la  série.  Mais  alors,  en  suivant  la  méthode  ici 
exposée,  j'obtiens  encore  une  valeur  très  approchée  du  terme  dont 
le  rang  est  n  et,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  la  fonction  12 
réduite  au  sinus  de  l'anomalie  excentrique,  je  prouve  que,  pour  de 
grandes  valeurs  de  n,  le  module  de  ce  terme  est  sensiblement  pro- 
portionnel à  l'unité  divisée  par  n  et  par  la  racine  cubique  de  //. 
Ajoutons  que,  dans  la  valeur  approchée  de  ce  module,  l'intégrale 

eulérienne  Y(-)  =  \/tz  se  trouve  remplacée  par  une  autre  inté- 
grale eulérienne  de  même  espèce,  savoir,  par  r(-)>  qui  se  trouve 
ainsi  substituée  à  la  première,  quand  on  passe  de  la  théorie  des  pla- 
nètes à  la  théorie  des  comètes. 

Lorsque  l'excentricité  diffère  très  peu  de  l'unité,  la  méthode  exposée 
est  encore  applicable  et  permet  de  trouver  aisément  les  développe- 
ments en  séries  avec  les  valeurs  très  approchées  des  termes  de  rang 
élevé.  Elle  permet  donc  d'établir  directement,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  et  sans  recourir  aux  quadratures,  la  théorie  des  comètes  pério- 
diques. Ce  résultat  paraîtra  sans  doute  digne  de  quelque  attention. 

J'observerai,  en  finissant,  que  les  calculs  se  simplifient  lorsqu'on 
détermine  la  position  d'un  point  situé  dans  le  plan  des  afïîxes,  non 
plus  à  l'aide  de  l'affîxe  de  ce  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 
l'aide  d'un  rayon  vecteur  et  d'un  angle  polaire,  mais  à  l'aide  du  loga- 
rithme de  l'afïixe  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  de  l'angle 
polaire  et  du  logarithme  du  rayon  vecteur,  et  lorsqu'on  prend  pour 
variables  indépendantes  ces  deux  dernières  quantités. 
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J'observerai  aussi  que  les  formules  obtenues  dans  le  cas  où  l'excen- 
tricité se  réduit  à  l'unité  résolvent  le  problème  relatif  aux  projec- 
tions homolographiques  de  M.  Babinet,  savoir  le  problème  qui  con- 
siste à  couper  la  sphère  par  des  plans  parallèles  à  l'équateur  et  un 
méridien  par  des  droites  parallèles  à  la  trace  de  l'équateur,  de  telle 
sorte  que  les  zones  interceptées  sur  le  méridien  soient  proportion- 
nelles aux  zones  interceptées  sur  la  surface  de  la  sphère.  Soient  alors 
~k  la  latitude  d'un  des  points  de  la  sphère  situés  sur  l'un  des  plans 
sécants,  et  -^  la  distance  au  pôle  du  point  où  le  méridien  est  coupé 

par  la  sécante  correspondante  à  ce  plan.  Le  rapport  de  la  zone  sphé- 
rique  à  la  surface  de  la  sphère  sera 

-  sin/., 

2 

et  le  rapport  de  la  zone  plane,  interceptée  entre  la  sécante  et  la  sur- 
face du  méridien,  sera 

i        ip  —  sin  ^ 

2  2  7T 

Pour  que  ces  deux  rapports  soient  égaux,  il  faudra  que  l'on  ait 

(i)  ty  —  s\n<b=T, 

la  valeur  de  Tétant 

77=7r(t  — sinX). 

Or  la  valeur  de  |,  tirée  de  l'équation  (i),  sera 

<J>  =  Ai  sin  T +■  A2  sin2  T-+-  A3  sin3  T-\-  A.  sin4  T- 


V    A4sin«jr, 


les  valeurs  de  A,,  A2,  A3,  A.,,  . . .  étant 

A,  =  o,  88010,        A2=  o,35284,        A3  =  0, 20604,         At  =  o,i4o55, 


en  d'autres  termes,  on  aura 
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les  valeurs  de  a,,  a2,  a3,  a4,  ...  étant 

;i!  =  o, 88010,         a2  — 0,88910,         83=0,89148,         84=0,89244, 
et  convergeant,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite 

a  =  6'-X-^=o,8946i. 

7T  y/3 


540. 

Astronomie.  —  Sur  les  services  que  la  spirale  logarithmique 
peut  rendre  à  V Astronomie. 

C.  R.,  T.  XXXVIII,  p.  io33  (12  juin  i854). 

Lorsque  les  géomètres  grecs  se  livraient  à  l'étude  spéculative  des 
sériions  coniques,  ils  ne  se  doutaient  guère  qu'un  jour  Kepler  et  ses 
successeurs  reconnaîtraient  l'ellipse  et  la  parabole  dans  les  orbites 
décrites  par  les  planètes  et  par  les  comètes.  Lorsqu'en  passant  des 
sections  coniques  aux  courbes  transcendantes  et  des  courbes  fer- 
mées aux  courbes  non  fermées  Jacques  Bernoulli  découvrait  les 
belles  propriétés  de  la  spirale  logarithmique,  il  ne  se  doutait  pas 
non  plus  des  services  éminents  que  cette  spirale  pouvait  rendre 
aux  astronomes,  en  facilitant  la  détermination  de  ces  orbites  :  tel 
est  pourtant  le  fait  étrange  que  je  viens  constater  aujourd'hui. 

Si,  en  considérant  le  mouvement  elliptique  d'une  planète,  on 
nomme  s  et  u  les  exponentielles  trigonométriques  qui  ont  pour  argu- 
ments l'anomalie  moyenne  et  l'anomalie  excentrique,  une  fonction 
entière  ù  de  u  et  de  -  pourra  toujours  être  développée  en  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  ascendantes  et 
descendantes  de  la  variable  s.  D'ailleurs,  comme  je  l'ai  dit,  les  deux 
modules  de  cette  série,  égaux  entre  eux,  se  confondront  avec  la  plus 
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petite  des  deux  valeurs  qu'acquiert  la  variable  s  quand  on  égale  la 
sécante  de  l'anomalie  excentrique  à  l'excentricité;  et  le  coefficient 
d'une  puissance  entière  de  s  dans  la  même  série  pourra  être  repré- 
senté par  une  intégrale  curviligne  relative  à  une  courbe  fermée  qui 
aura  pour  affixe  la  variable  u  et  qui  enveloppera  de  toutes  parts,  dans 
le  plan  des  affixes,  le  point  pris  pour  origine.  La  courbe  à  laquelle 
correspond  la  forme  généralement  attribuée  à  cette  intégrale  est  celle 
qui  se  rapporte  au  module  i  de  l'affixe  u,  c'est-à-dire  la  circonférenee 
du  cercle  qui  a  pour  centre  l'origine,  autrement  appelée/?d/e  et  pour 
rayon  l'unité.  Mais,  en  nommant  y]  la  plus  petite  des  valeurs  qu'ac- 
quiert la  variable  u,  quand  on  égale  l'anomalie  excentrique  à  l'excen- 
tricité, et  en  désignant  par  n  un  nombre  très  considérable,  on  pourra, 
dans  la  détermination  du  coefficient  qui  affecte  la  puissance  du  degré 
—  n,  ou  du  degré  n,  substituer  avec  avantage  à  la  circonférence  dont 

il  s'agit  celle  qui  a  pour  rayon  Y]  ou  -•  Alors  le  coefficient  £ln  de  .v" 

et  le  coefficient  û_n  de  s~"  se  trouveront  représentés  par  de  nouvelles 
intégrales  curvilignes,  qui  se  développeront  sans  peine  en  séries  très 
convergentes,  dont  il  suffira  de  calculer  quelques  termes  pour  obtenir 
des  valeurs  très  approchées  de  ûn  et  de  £2_„. 

Si  l'on  considère,  au  lieu  d'une  planète  qui  décrive  une  ellipse, 
une  comète  qui  décrive  une  parabole,  ou  bien  encore  s'il  s'agit  de 
résoudre  le  problème  relatif  aux  projections  homolographiques,  le 
module  r\  de  la  série,  qui  représente  le  développement  de  la  fonc- 
tion ù,  deviendra  équivalent  à  l'unité.  Alors  aussi  les  développe- 
ments de  ùa  et  de  Q_„  en  séries  changeront  de  forme  ;  et,  pour  obtenir, 
avec  une  grande  facilité,  les  nouveaux  développements,  il  conviendra 
de  faire  correspondre  les  intégrales  curvilignes  qui  les  représente- 
ront non  plus  à  deux  circonférences  de  cercles,  mais  à  deux  courbes 
formées  chacune  par  la  réunion  de  deux  portions  de  spirales  loga- 
rithmiques. Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  cherche  le  coef- 
ficient Qa  de  la  puissance  de  s  du  degré  n.  Ce  qu'il  y  aura  de  mieux  à 
faire,  ce  sera  de  construire  deux  spirales  logarithmiques  qui  partent 
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simultanément  du  point  situé  sur  l'axe  polaire  à  la  distance  i  du  pôle, 
en  formant  avec  cet  axe  un  angle  égal  aux  deux  tiers  d'un  angle 
droit  et  qui  s'arrêtent  au  moment  où  elles  rencontreront  pour  la 
première  fois  le  prolongement  de  l'axe  polaire.  Le  système  de  ces 
deux  spirales  composera  une  sorte  de  courbe  fermée  en  forme  de 
cœur,  et  l'intégrale  curviligne  correspondante  à  cette  courbe  pourra 
être  aisément  développée  en  une  série  qui  deviendra  très  convergente 
pour  de  très  grandes  valeurs  de  n.  Ce  qui  paraîtra,  sans  doute,  digne 
de  remarque,  c'est  que  le  nouveau  développement,  réduit  à  ses  deux 
premiers  termes,  pourra  fournir  une  valeur  très  approchée  du  coeffi- 
cient ù„,  non  seulement  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  mais 
encore  pour  des  valeurs  de  n  peu  considérables;  par  exemple  pour 
«  =  2,  et  même  pour  n  —  i.  Supposons,  en  particulier,  que  l'on 
veuille  déterminer  le  sinus  de  l'anomalie  excentrique  d'une  comète 
ou  bien  encore  résoudre  le  problème  énoncé  dans  la  séance  précé- 
dente et  relatif  aux  projections  homolographiques.  Alors  les  valeurs 
de  Q,n,  Q  „  seront  égales  aux  signes  près,  et,  si  l'on  réduit  le  dévelop- 
pement du  coefficient  ùn  à  ses  deux  premiers  termes,  l'erreur  com- 
mise sur  le  nombre  qui  exprimera  le  module  de  ce  coefficient  sera 
d'environ  un  cent-millième  pour  n  =  4;  elle  restera  inférieure  à  un 
dix-millième  pour  n  =  i,  et  à  un  quart  de  millième  pour  n  =  i . 

Une  spirale  logarithmique  se  change  en  une  circonférence  de 
cercle  quand  le  rayon  vecteur,  mené  du  pôle  à  un  point  de  cette 
spirale,  la  coupe  à  angle  droit.  On  peut  donc  dire  que,  pour  faciliter 
dans  le  développement  de  û  la  détermination  des  coefficients  D„ 
et  ù_n,  il  convient  de  représenter  ces  coefficients  par  des  intégrales 
curvilignes,  dont  chacune  corresponde  au  système  de  deux  spirales 
logarithmiques,  tracées  de  manière  à  former,  avec  l'axe  polaire,  un 
angle  qui  se  réduit  pour  les  planètes  à  un  angle  droit,  et  pour  les 
comètes  aux  deux  tiers  d'un  droit. 
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541. 

Analyse  mathématique.   —  Sur  la  résolution  des  équations  et  sur 
le  développement  de  leurs  racines  en  séries  convergentes. 

C.  R.,  T.  XXXVIII,  p.  no/,  (26  juin  i85/,)- 

Les  formules  que  j'ai  données,  dans  les  précédentes  séances,  pour 
la  transformation  des  fonctions  implicites  en  fonctions  explicites, 
permettent  de  résoudre  aisément,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  des 
équations  algébriques  ou  même  transcendantes;  mais,  pour  déduire 
de  ces  formules  tous  les  résultats  qu'elles  peuvent  fournir,  il  con- 
vient de  joindre  aux  principes  déjà  établis  quelques  propositions  qui 
paraissent  dignes  de  remarque  et  que  je  vais  indiquer. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que,  X  étant,  du  moins  entre  cer- 
taines limites,  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  la  variable  ce, 
on  égale  cette  fonction  À'  à  un  certain  paramètre  /.  Concevons,  d'ail- 
leurs, que  l'on  sache  résoudre  l'équation  ainsi  obtenue  dans  le  cas  où 
le  paramètre  l  s'évanouit;  nommons  a  une  racine  simple  de  cette  der- 
nière équation,  et  a  la  racine  correspondante  de  l'équation  donnée. 
Le  module  de  t  venant  à  croître,  a  sera  développable  en  une  série 
convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  tant 
que  la  racine  a  ne  cessera  pas  d'être  une  racine  simple  pour  un  argu- 
ment quelconque  de  t.  La  série  trouvée  deviendra  divergente,  à  partir 
de  l'instant  où  le  paramètre  t  acquerra  un  module  tel,  que,  pour  ce 
module  et  pour  une  valeur  convenablement  choisie  de  l'argument 
de  /,  la  racine  a  cesse  d'être  simple.  Soit  0  le  module  dont  il  s'agil. 
Quand  le  paramètre  /  offrira  un  module  inférieur  à  0,  on  pourra  déve- 
lopper, suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  /,  non  seu- 
lement la  racine  a,  mais  encore  toute  fonction  monodrome,  mono- 
gène et  finie  de  cette  racine,  par  exemple  une  puissance  entière  de  a; 
et  le  module  de  chaque  série  sera  généralement  le  module  du  rap- 
port g-  Si  le  module  de  /  devient  supérieur  à  0,  on  ne  pourra  plus 
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développer,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  ni  la  racine  a,  ni 
aucune  de  celles  qui  pourront  cesser  d'être,  en  même  temps  qu'elle, 
dos  racines  simples,  mais  seulement  la  somme  de  ces  diverses  racines 
ou  de  fonctions  semblables  de  ces  racines,  par  exemple  la  somme  de 
leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc.;  ce  qui  permettra,  si  m  est  le 
nombre  de  ces  mêmes  racines,  de  faire  dépendre  leur  détermination 
de  la  résolution  d'une  équation  du  degré  m. 

Considérons  maintenant  le  cas  où,  pour  une  valeur  nulle  du  para- 
mètre t,  l'équation  donnée  offre  non  plus  une  seule  racine,  mais 
m  racines  égales  dont  la  valeur  est  a.  Alors,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  on  pourra  faire  dépendre  la  détermination  de  ces  racines 
do  la  résolution  d'une  équation  du  degré  m,  dont  les  coefficients 
seront  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  /;  mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  je  suis 
en  effet  parvenu  à  établir  les  deux  propositions  suivantes  : 

Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  peut  encore,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment petites  du  module  de  /,  développer  chacune  des  racines  qui 
acquièrent  la  valeur  a  pour  une  valeur  nulle  de  /,  en  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  t\  seule- 
ment ces  puissances  ont  pour  degrés  les  divers  multiples  du  rap- 
port —  • 

Dans  le  même  cas,  si,  le  module  de  /  venant  à  croître,  on  nomme  0 

la  valeur  qu'acquiert  ce  module  au  moment  où  l'une  des  racines 

développées  peut  cesser  d'être  une  racine  simple,  le  développement 

•  le  chaque  racine  sera  représenté  par  une  série  qui  sera  convergente 

i 


jusqu'à  ce  moment,  et  qui  aura  pour  module  le  module  de 

D'ailleurs,  à  l'aide  des  formules  établies  dans  les  précédents  Mé- 
moires, je  détermine  sans  peine,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  appro- 
chées des  termes  qui  occupent  dans  chaque  série  un  rang  très  élevé. 

Les  diverses  valeurs  de  0,  correspondantes  aux  diverses  valeurs 
de  a,  sont  évidemment  les  modules  des  valeurs  de  t  correspondantes 
aux  valeurs  de  x,  que  fournit  non  plus  l'équation  donnée,  mais  la 
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dérivée  de  cette  équation.  Par  conséquent  les  divers  nombres  aux- 
quels 6  peut  se  réduire  sont  tous  connus,  quand  on  sait  résoudre 
l'équation  dérivée. 

Ajoutons  que,  au  lieu  de  développer  les  diverses  racines  de  l'équa- 
tion donnée  suivant  les  puissances  ascendantes  du  paramètre  /,  on 
peut  les  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  du  para- 
mètre t  —  t,  t  étant  une  valeur  particulière  de  /.  On  peut  ainsi 
obtenir  un  grand  nombre  de  solutions  diverses  d'une  même  équa- 
tion. 

Veut-on,  par  exemple,  résoudre  le  problème  aux  Cartes  homolo- 
graphiques  de  M.  Babinel?  Alors  on  pourra  déterminer  la  racine  'j* 
de  l'équation 

(  i)  <\*  —  sind<  =  T 

non  seulement  à  l'aide  de  la  formule 

!  sind>  =Ai  sinT^-  A2  sina  7  +  À3  sin3  T  -t-  A4  sin4  71+-  •  • 
t  —  X  A„  sin  n  T, 

les  valeurs  de  A,,  A2,  A.s,  A4,  ...  étant 

o, 88010...,     0,35284...,     o, 20604  ■■.,     o,i4o55..., 
et  la  valeur  de  A„  étant  sensiblement,  pour  de  grandes  valeurs  de  n, 

.      _  0,89461...        o,oi5oo 

A„  —  j 1 —  > 

n  s  n  '■ 

mais  encore,  à  l'aide  de  la  formule 

(3)        ^  =  '  +  ^  +  77; 


60   i4oo   202000    17248000 
la  valeur  de  t  étant 

OF.uvrcs  de  C.  —  S.l,  t.  XII.  22 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  de  la  formule 

(4)  ^^a.T'  +  a.T+a.T'  +  a.T'  +  a.T^...-^   ^  «,nM  T~~ , 

n  —  0 

les  valeurs  de  a,,  a3,  «;,  «7,  a.,,  ...  étant 

1,81712,     o,i,     o,oi^id,     0,00260,     o,ooo54,      -.., 

et  la  valeur  de  an  étant  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs 
de  n, 

n 3  ' 

On  pourrait  aussi  développer  la  racine  ']>  de  l'équation  (1)  suivant  les 
puissances  étendues  de  u  —  T  ou,  ce  qui  revient  au  même,  développer 
la  racine  <]>  de  l'équation 

(5)  (|*  +  sin«p=  T 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  7'.  On  trouverait,  dans  ce  der- 
nier cas, 

T        1    /TV        1    /TV'       10080  (T 


*=7-n(TJ-È(7>^^)V.... 

(T  \  " 
—  )  étant  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs 

impaires  du  nombre  n, 

I  ,3l0245  /2\" 


Si,  dans  la  formule  (6),  on  pose 


elle  donnera 

<\>—  220  47' 54"; 

et  cette  valeur  de  ']>,  substituée  dans  l'équation  (5),  reproduira  effec- 
tivement le  nombre 

T=  o,  78539...  =  r- 

4 
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542. 

Calcul  intégral.  —  Sur  une  formule  de  M.  Anger  et  sur  a"  autres  formules- 
analogues. 

C.  R.,  T.  XXXIX.  p.  129  (17  juillet  i854  ). 

J'ai  reçu  de  M.  Anger,  président  de  la  Société  des  naturalistes  à 
Dantzick,  une  Lettre  où  l'auteur  dit  : 

«  Occupé  depuis  longtemps  de  l'examen  des  fonctions  que  les 
astronomes  allemands  désignent  par  1,  savoir  de  l'intégrale 


Jf 


2TI 

cos(hoc  —  k  sina)  da.  =  271!*, 


j'ai  réussi  à  en  tirer  un  développement  en  forme  de  série,  frappant 
par  sa  simplicité.  Je  ne  sais  s'il  a  été  donné  ailleurs.  Je  trouve 


A2 


.    l  .      /       cos(/?a  —  A  sina)  doc  =zi-, 

.  r   a  a3  1 

+    |_Ai— »  +  (/t2-o(/i2-32)  +---J- 

Si  h  est  un  nombre  entier,  on  obtient  comme  corollaire  le  développe- 
ment connu  et  donné  par  Bessel, 


*y 


1 . 2 . 3 . . .  h 


AV  r  /AY 


A  +  I    \  2  /  !.2(/;  +  l)(/i  +  2)\2 


En  examinant  attentivement  la  formule  de  M.  Anger,  j'ai  reconnu 
qu'elle  était  comprise  comme  cas  particulier,  avec  d'autres  du  même 
genre,  dans  quelques  formules  générales  qu'on  peut  démontrer  comme 
il  suit. 

On  a 

1  1 . 2 . . .  n 

( ,  \  a«  _  — ( A.r)" 

X  X  (  X  -+-  &X  )  .  .  .  (  X  -+-  Il  ùkX  ) 
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<•!  l'on  en  tire  :  i°  en  supposant  kx  —  i , 


(3) 


A"  -  =  (—  i  )" : 

x  x(x  -+■  i).  .  .(x  -t-  »)' 


2°  en  supposant  Aœ  =  2, 


(3)       A" 


(-2)" 


1  . 2 . .  .  n 


(x  —  n  )  ( x  —  n  H-  1).  .  .{x  -+-  n  —  1  )  (  ./■  -t-  /1  ) 


D'autre  part,  on  peut,  de  diverses  manières,  transformer  la  l'onc- 
tion -  en  intégrales  dont  les  différences  finies  se  déterminent  aisé- 

X  ° 

ment.  On  a,  par  exemple, 

(4)  '-=  f    e-**dt, 

et  l'on  en  conclut,  en  prenant  Ax  —  1, 

àn—=f     (e-t  —  i)ne-'xdt; 


par  conséquent 

(  5  )  =  / —  e~  '  ■'■ 

x(x  -t-  1).  .  .{x  ■+-  n)       Ju       1 .2.  .  .n 

On  a  encore 

e*xida, 

0 

et  l'on  en  conclut,  en  prenant  Ix  =  2, 

'       (2i  sina)"eaa:  [da; 
par  conséquent 


dt. 


il 


(x  —  n  )  {x  —  h  +  1). .  .{x  -f-  n  —  1)  (x  -h  n) 

I  ^  j.    r"(-i'glng)V"<fa. 

r.^.ti — j  1    1 .2. .  ./î 

Soit  maintenant  f(s  )  une  l'onction  de  z  qui  reste  monodrome,  mono- 
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gène  et  finie  pour  un  module  de  s  inférieur  à  c,  et  désignons  par  a0, 
<7(,  a2,  . . .  les  valeurs  de  f(s),  f'(3)»  f"(3)'  •  ••  »  correspondantes  à  une 
valeur  nulle  de  s.  En  nommant  k  une  constante  arbitraire  tellement 
choisie,  que  le  module  du  produit  kz  reste  inférieur  à  c,  on  aura 

(  8  )  f ( kz)  —  ae  -+-  a,  —  +  a2  — ^  -+- 

Par  suite,  en  supposant  le  module  de  k  inférieur  à  c,  on  tirera  de  la 
formule  (5) 


(9)     f    e-'*tlk(i-er')] 


.         a„  a,  À  a1  k- 

dt 


x        x ( x  -t-  i )        a?(a?4-i)(;r-i-2) 

et  de  la  formule  (7) 

-,  2  it  . ■ 

(10)  ^       eïj;ifi-  Usina)  rfa  =  ^r 

la  valeur  de  A"  étant 

(il)  ^1    =  <7„ hfl| 


1 


a;  (x  —  i)(x-h\)  '  (x  —  2)  x(x  -+■  2) 

Si,  pour  abréger,  on  pose 
(12)  e«*if(—  i#sina)  =  /4-+-JBi, 

la  formule  (ro)  donnera 


(i3) 

par  conséquent 
(i4) 


l    /         (  rfa  =  l  sin2  7:.r, 

I    I       Bda.  —  X{\  —  COS2  7U:); 


J. 


.i-K 

Bda 


,2-,; 


J,.2  ,. 
r  a 
0 
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Si  l'on  prend 


la  formule  (9)  donnera,  pour  un  module  de  k  inférieur  à  l'unité, 

i5)      -H -, -Ah — -k2  +  ...—  I      - 

x       x(x  +  i)  x(x  -+■  1)  (x  -+-  2)  /       1  —  A 


tx 

dt. 


ke-< 


Si  l'on  suppose  non  seulement  le  module  de  k,  mais  aussi  le  module 
de     _  ,   inférieur  à  l'unité,  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  quand  la 

constante  k  sera  positive,  mais  inférieure  à  r>  l'équation  (i5)  don- 
nera 

1  1         ,  1.2  . .  1.2.3 

A  H ; — T  A'2  ■ 


I  x       x(x  -t-  1  )  x(x  -h  1)  (x  -h  2)  x(x  ■+- 1)  (x  -+-  2)  (x  -+-  3  ) 

11  Ai  A2  1  A3  1 


1  —  A  a-        (1  —  k)*  x  -+■  j         (1  —  A)3  .r  +  2        (1  —  A)v  .-»  +  3 

Si  l'on  supposait  précisément  k  =  1 ,  le  module  de  a?  -h  1  étant  supé- 
rieur à  l'unité,  la  formule  (i5)  donnerait 


I                         I                                            1.2 

1 

X      '      X(X-\~1)      '      X(  X  -+-  l)  (X  -+-  2  ) 

"    X  —  i 

par  conséquent 

r  1 8  ï                    1  1       '       1             '  ' 2             1       — 

X 

\  '  °  /                                                    *       1                                     1/                          >    /                                    1      .    .    .  

1  -j-  x          i  +  j;      2  +  / 

X  1 

et  l'on  serait  ainsi  ramené  à  une  formule  de  Stirling. 
Si  l'on  prend 

la  formule  (10)  donnera 


0 


2  it  x  i 
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et,  par  suite, 

l     /       cos(a^c  —  k  sina)  doc  —  .Vs\n2i:a;, 

!    «A) 

(2°) 

/    /       sin(xx  —  k  sina)  dct  —  X(i  —  cos2tt  x), 
la  valeur  de  X étant 

(21)  *=~ 


X  (X  —  I  )  (  JC  H-  I  )  (X  —  2)  X(X  -h  2) 


La  première  des  équations  (20)  coïncide  avec  la  formule  de 
M.  Anger. 

Si  l'on  divise  la  seconde  des  intégrales  (20)  par  la  première,  on 
trouvera 

/       sin(a.r —  k  sinct)  dx 
(22)  -?-ii =tangrr.r, 

Jcos(a.r  —  k  sina)  dot 
0 

ce  que  donnerait  aussi  la  formule  (i4)-  Le  rapport  de  ces  deux  inté- 
grales est  donc  indépendant  de  la  constante  k  renfermée  dans  chacune 
d'elles. 

On  pourrait  remarquer  encore  diverses  formules  que  l'on  déduit 
des  précédentes,  en  attribuant  aux  quantités  #,  k  des  valeurs  imagi- 
naires. Si,  pour  fixer  les  idées,  on  remplacer  par&i  et£par£i,  on 
tirera  de  la  formule  (7)  : 

i°  Pour  des  valeurs  impaires  de  n, 

(.3)      jf«—^'«*  =  (<.  +  ,)t^î.-)V.'(<.+  ^)(-«-"). 

20  Pour  des  valeurs  paires  de  n, 

e~ax  sinn a  dx  =  — — '■'•    •••'* /,  _e-»7cr\ 

x(x>+2*)(x*+>{*-)...(xi+n*)K 
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Alors  aussi  la  formule  (19)  donnera 


I         e-Ctx+kBinCtrfa  —    l  (,  _  e-fxx}f 


la  valeur  de  X  étant 


(-)     r-in* 


x        x"--\-\         x(xi-\-i'1)         {x-->r  1  )(.r2+  32) 

et,  comme  le  produit 

variera  dans  le  rapport  de  1  à  r271',  quand  on  changera  simultané- 
ment x  en  —  x  et  /"  en  —  k,  on  aura  encore 


(27) 


,271 


X 


g—  OCX-t-  £sin  M  (fy 


Nous  observerons,  en  finissant,  que  l'équation  (i/|)peut  être  pré- 
sentée sous  la  forme  symbolique 

(28)  Ç    rttf[i(i-  e-')]dt  =  {(—  *A,)-. 

*  0 

Comme  on  aura  d'ailleurs  identiquement 

r'=i-(i-r')( 


on  trouvera  encore 


f(-kAx)      1 


(29)  /     e-^f[A-(i—  e-')]^=X 
et,  plus  généralement, 

(30)  f    <■  ix  T[  /.  (1  -  e-M]  rff  —  f(~  AAj""  — —  • 

Si,  dans  les.  équations  (28),  (29),  on  prend  successivement  pour 
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t'(^)  les  fonctions 


Z  1(1-5) 

et 


U  +  l(>--)       2jl(i-5; 


et  si  l'on  a  égard  à  la  formule 


Z  1(1  —  5)  2  12  24  720  kj 

n  =  l 

dans  laquelle  la  valeur  de  cn  est 

(32)     e  -S(      ,)^^-     '.a.3...(/+^  +  /i+-)     /1Yf'Y"fY/'.: 
(;i2)    C"-b(     °  (u.../)(..W)(..3..i)...WW    U; 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  ou  positives, 
de/,  g,  h,  . . . ,  qui  vérifient  la  condition 

f-f-2£'-t-3/n-...=  rt, 

on  obtiendra  des  équations  qui  subsisteront  pour  des  modules  de  k 
inférieurs  à  l'unité;  puis,  en  posant 

on  retrouvera  les  formules  que  M.  Binet  a  données  dans  les  pages  1 1 1 
et  1 14  de  son  Mémoire  sur  les  intégrales  eulèriennes. 


543. 

Analyse  mathématique.    —   Sur  l'induction  en  Analyse  et  sur  l'emploi 
des  formules  symboliques. 

C.  R.,  T.  XXXIX,  p.  169  (24  janvier  i854). 

L'induction  peut  être  utilement  employée  en  Analyse  comme  un 
moyen  de  découvertes.  Mais  les  formules  générales  ainsi  obtenues 

OEuures  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  23 


• 
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doivent  être  ensuite  vérifiées  à  l'aide  de  démonstrations  rigoureuses 
et  propres  à  faire  connaître  les  conditions  sous  lesquelles  subsistent1 
ces  mêmes  formules.  Donnons  à  cette  réflexion  quelques  développe- 
ments. 

Parmi  les  fonctions  qui  reparaissent  souvent  dans  le  calcul,  on  doit 
surtout  remarquer  les  exponentielles  qui  se  reproduisent  par  diffé- 
rentiation,  et  dont  les  différences  finies  se  déterminent  encore  avec 
la  plus  grande  facilité. 

On  a,  en  effet. 

\Sxex—  ex 

et,  en  supposant  A.x  =  a, 

(1  +  b.x)ex--e%ex,         bxex  =  (e*  —  \)ex. 

On  a  plus  généralement,  en  désignant  para  un  coefficient  constant, 

l)xeax  —  aeax,         (i  -h  Ax)eax  —  ea*eax, 

par  conséquent 

D'xeax—  a"e"x, 

et  de  ces  formules,  jointes  à  l'équation 

a  a.        a-oP 
eax—  ,  _, 1 h  _ 

I  I  .  2 

on  déduit  immédiatement  la  formule  symbolique 

(i  +  Ax)eax=e*l)*eax. 

Il  y  a  plus  :  cette  formule  subsistant,  quelle  que  soit  la  constante  a, 
on  pourra  évidemment  y  remplacer  l'exponentielle  e"x  par  une  somme 
de  termes  proportionnels  à  de  semblables  exponentielles,  et,  en 
posant 

f(j?)  —  keax+  \\ehx+  Cec*  +  .  .  ., 
mi  aura  encore 

(i)  (i4-A*)f(tf)  =  e«D*f(a:) 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(2)  f(*  +  y.)  =  (i  +  "D*+  ^Dl  -+-...)  f(tf). 

Or  on  pourra,  par  induction,  étendre  les  formules  (i)  et  (2)  au  cas 
où  f(a?)  est  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x.  Mais  la  formule 
de  Taylor  ainsi  obtenue  n'est  pas  toujours  exacte;  elle  subsiste  seule- 
ment sous  la  condition  que  la  fonction  f(x)  reste  monodrome,  mono- 
gène  et  finie,  pour  le  module  attribué  à  la  variable  x  et  pour  un 
module  plus  petit. 

Des  observations  semblables  s'appliquent  aux  diverses  formules 
générales  qui  peuvent  se  déduire  par  induction  de  l'équation  (1),  et 
parmi  lesquelles  on  doit  surtout  remarquer  celles  que  je  vais  indi- 
quer. 

Si,  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (1),  on  conserve  seule- 
ment les  facteurs  symboliques,  en  se  dispensant  d'y  écrire  la  fonction 
i\x),  on  obtiendra  la  formule  symbolique 

(3)  n-A,=  e«D«; 

et  de  cette  formule  on  déduira  par  induction  les  trois  suivantes  : 

(4)  D«=il(i+'A^, 

(5) 


(6) 


A*  —  eaux— 1 
1  1 


a\)x        l(i  + A.,) 


Or  il  suffira  de  développer  les  seconds  membres  des  équations  (4), 

(5),  (6)  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  des 

lettres  caractéristiques  A^  ou  D^.,  puis  d'appliquer  les  deux  membres 

de  chaque  équation  considérés  comme  facteurs  symboliques  à  une 

fonction  déterminée  i\x),  pour  obtenir  trois  formules  générales  dont 

la  première,  déjà  connue,  fournira  le  développement  de  la  fonction 

dérivée 

D,f(*) 
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en  une  série  de  termes  proportionnels  aux  différences  finies  des  divers 
ordres  de  la  fonction  f(#).  Les  deux  autres  formules  générales  four- 
niront deux  développements  distincts  de  la  différence 


(7) 


f(a-)        f(#) 


[(£!=2f(aï)"_I  fi(x)dx. 


Le  premier  de  ces  développements,  trouvé  par  Maclaurin,  sera  com- 
posé de  termes  proportionnels  à  la  fonction  f(a?)  et  à  ses  dérivées  des 
divers  ordres.  Mais,  dans  le  second  développement,  les  diverses  déri- 
vées de  la  fonction  f  (x)  seront  remplacées  par  ses  différences  finies. 
Il  importe  d'observer  que,  si  l'on  nomme  rie  module  de  la  variables, 
le  développement  de  la  fonction 


i 
ez—  i 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  fournira  une  série  dont  l<j 
module  sera 


r 

271 


D'autre  part,  si,  en  attribuant  au  module  r  de  z  des  valeurs  crois- 
santes, on  nomme  i  la  plus  petite  valeur  de  r  pour  laquelle  la  fonction 

\'(x -+- z)  cesse  d'être  monodrome,  monogène  et  finie,  le  rapport  - 

sera  le  module  de  la  série  qui  aura  pour  terme  général  l'expression 

D»f(*). 


i .  2 .  .  .  n 


Donc  le  terme  général  de  la  fonction  de  Maclaurin  sera  le  produit  de 

la  quantité 

i.a.3".  . . n  =  T ( n-H-  i ) 

par  le  terme  général  d'une  autre  série  dont  le  module  sera  celui  de 

a 

2V.t- 

Donc  la  série  de  Maclaurin,  comme  celle  dont  le  terme  général  est  le 
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produit  1.2.3. ..n,  offrira  un  module  infini   et  sera  divergente,  à 
moins  que  l'on  n'ait 


i 

-  =o, 


Donc,  pour  que  la  formule  de  Maclaurin  subsiste,  il  sera  nécessaire 
que  la  fonction  ((x)  ne  cesse  jamais  d'être  monodrome,  monogène  et 
finie,  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  f(x)  est  une  fonction  entière 
de  x,  ou  d'exponentielles  réelles  ou  imaginaires  de  la  forme  eax. 
D'autre  part,  comme  les  développements  des  expressions 

l(i  +z)    et 


1(1  +  5) 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  s  fournissent  deux  séries  dont 
le  module  est  l'unité,  les  deux  formules  générales  déduites  des  équa- 
tions (4)  et  (6)  né  subsisteront  que  si  la  série 

(8)  t(x),     U(x),     Vî(œ),      ..., 

dont  le  terme  général  estA"f(.z),  est  convergente,  par  conséquent  si 
elle  offre  un  module  inférieur,  ou  tout  au  plus  égal  à  l'unité.  C'est  ce 
qui  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  suppose 

/ 

et  alors  l'équation  (4)  reproduira,  pour  des  valeurs  positives  du  rap- 
port -,  la  formule  connue 


qui  se  réduit  à  l'équation  (i8)  de  la  page  174,  quand  on  y  remplace  x 
par  a(x  —  1). 

Arrêtons-nous  maintenant  au  développement  de  l'expression  (7)  en 
une  série  de  termes  proportionnels  à  la  fonction  f(x)  et  à  ses  diffé- 
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pences  finies  des  divers  ordres.  On  aura 


l(i  -+-:■)        z        2         12  24  720  160 

n  =  0 

les  valeurs  de  c,  et  de  cn  étant  déterminées  par  les  formules 

_  1  iii  11 

c'-à'         c"~  -^Tï  ~  7iCl~  ~^~[C2~-  ■  -~  3e""2-  2e"-1- 

Donc,  en  posant,  pour  abréger, 

n  =  » 
n  =0 

on  tirera  de  l'équation  (6)   ' 

(10)  ^{(x)  =  ^j  H-r)^  -  ?(*)  +&(*), 

• 

les  intégrales  qu'indiquent  les  signes  V,    /    étant  prises  à  partir 

d'une  même  origine  que  nous  désignerons  par  la  lettre  x,  et  n(x) 
désignant  une  fonction  périodique,  mais  arbitraire,  dont  la  valeur  ne 
changera  pas  quand  x  recevra  pour  accroissement  un  multiple  de  la 
quantité  Ax  =  a.  Si  d'ailleurs  on  suppose  la  différence  x  —  x  réduite 
à  un  multiple  de  a,  on  aura  simplement 

tb(x)  =—  <p(x*), 

cl  par  suite  la  formule  (10),  dans  laquelle  les  intégrales  sont  prises  à 
partir  de  l'origine  x  =  x,  donnera 

(ri)  2ii(x)  =  ±ff(x)da:-<?(x)  +  9(x). 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose  x  =  1,  et  de  plus 

a  —  1,         f(#)  =  —  » 
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la  formule  (i  i)  donnera 


(12) 


I  II  I 

-  i  -1-  - •  +  ô  +  ■  •  •  H-  -     —  =1.2?  —  œ(jc)  -h  cp(i), 


2  3 


la  valeur  de  o{x)  étant  donnée  par  l'équation 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

n  =  x 

i . 2 . 3 ... n 


—  ? 


(i4) 


>(*)  =  ^  c„+] 


j;(j;  +  i)...(.('+«I 


en  sorte  qu'on  aura 


<?(./•)- 


2  ./•        12  .r(j;  +  i)        i2a?(a;+"i)(d?  +  2) 
,     l9  i 


(.5) 


et 


(io    X (j  +  l)(l  +  2)(,t  +  3) 


1 20  uC  (  x  -+-  i  )  (  x  -+-  2  )  (  x  -+-  3  )  (  x  -t-  4  ) 


16  9(1)  =  -  +  — h h  -gf-  +  ~ K..=  0,57721.566 

2       24       72       2880       800 

Si,  en  supposant  x  =  1  et  a  =  1,  on  prenait 

ï(x)  =  l.r, 

la  formule  (  1  1  )  donnerait 

(17)         \^  Lr  —  1  1  +  1  2  +  .  .  .  +  [(x  —  i)z=x\x —  x    I    o{x)       9(1), 

la  valeur  de  9(-r)  étant 


18k  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

D'ailleurs,  eu  égard  aux  formules 

Dx=l(n-A«)f 


X 


on  pourrait  encore  présenter  l'équation  (18)  sous  la  forme 

(,9)        ^^-^^[w^-i-^-Tj^x- 

Les  formules  (u),  (12),  (17)  s'accordent  avec  celles  que  j'ai  don- 
nées  dans  la  précédente  séance,  et  avec  les  formules  données  par 
M.  Binet,  pour  des  valeurs  spéciales  de  f(#),  dans  le  Mémoire  sur. 
les  intégrales  eulériennes.  Pour  établir  ces  formules  en  toute  rigueur, 
et  même  pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  9(1)  qu'elles  ren- 
ferment, on  peut  recourir  à  la  transformation  des  fonctions  en  inté- 
grales définies.  Ainsi,  par  exemple,  pour  obtenir  la  valeur  de  la  fonc- 
tion 

ir(x)=2Lr' 

telle  que  la  donne  la  formule  (17)  jointe  à  l'équation  (19),  et  même 
pour  étendre  la  formule  ainsi  obtenue  au  cas  où  la  variable  ce  admet 
des  valeurs  positives  quelconques,  entières  ou  non,  il  suffit  d'établir 
généralement  l'équation 


(20 


>   '?<-)=(-;).'— -ï««)+/"(Î7^-ï)'-"* 


Or  on  peut  établir  très  simplement  cette  équation  et  une  multitude 
d'autres  équations  de  même  genre,  en  s'appuyant  sur  la  théorie  des 
intégrales  singulières,  comme  on  va  le  faire  voir. 

Soient  u,  v  deux  fonctions  de  /,  qui,  demeurant  finies  pour  des 
valeurs  finies  et  positives  de  /,  s'évanouissent  pour  t  =  o;  soit  encore 
f(z)  une  fonction  qui  devienne  infinie  pour  z  =  o,  mais  reste  finie 
pour  toute  valeur  finie  et  positive  de  z,  et  supposons  que  le  pro- 
duit z/(z)  se  réduise,  pour  z  =  o,  à  une  constante  finie  k,  et,  pour 
s  =  go,  à  zéro;  soient  enfin  (j.  et  v  les  valeurs  de  D,m,  Y)tv  correspon- 
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une  valeur  null 
donnera 


riantes  à  une  valeur  nulle  de  t.  La  théorie  des  intégrales  singulières 


(2.)  f    [f(a)\)tu-/(v)l)lv]dl  =  k\-. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose 

u  —  t,         v  =  tx,        f(z)  =  -—, 
■x-  étant  positif,  la  formule  (20)  donnera 

Jf"°  e-l g—  IX 
dt  =  [x. 

Si  l'on  pose,  au  contraire, 

(1  -+-  -  )~x 
u  =  t,         v  =  e'-i,        J\z)  =--  .  j      > 

on  trouvera 

mais,  d'autre  part,  on  aura 

(24)  r(a?)=  f  e*-» «-•*#, 

par  conséquent 

(25)  r'(.r)  =  f     0*-»e-»10rf0; 

et,  de  cette  dernière  formule,  jointe  aux  équations  (21),  (22),  on 
tirera 

r(a;)  .;„   Vi-e-'     </ 

Or  il  suffit  d'intégrer,  par  rapport  à  x,  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (26),  à  partir  de  l'origine  r  =  -,  et  ayant  égard  à  la  formule 

pour  retrouver  immédiatement  la  formule  (20). 

OEuvret  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  l(\ 
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Au  reste,  l'équation  (20)  et  les  formules  analogues  qui  serviraient 
a  transformer  la  somme  ^  f (x)  en  intégrale  défini*1,  et  par  suite  à 

établir  rigoureusement  les  résultats  qui  se  déduisent  de  l'équation  (G), 
peuvent  être  fournies  elles-mêmes  par  la  méthode  d'induction.  Ainsi, 
en  particulier,  pour  obtenir  l'équation  (20),  il  suffît  de  joindre  à 
l'équation  (19)  les  deux  formules 


1 


A.,=  eD*,  -  =  I      e-tx  dt, 

x      J, 


et  d'avoir  égard  à  la  formule  (27). 

Généralement,  pour  obtenir  ainsi  des  formules  analogues  à  l'équa- 
tion (20),  il  suffira  de  transformer  la  fonction  i'(x)  en  une  intégrale 

définie  simple  ou  double  qui  offre  sous  le  signe  /  la  variable  x  dans 
un  seul  facteur  de  la  forme  e~tx  ou  e±tXi.  On  y  parviendra,  par 
exemple,  à  l'aide  de  la  formule 

[(.r)=—   f      f    ^^-^{(^dixdl, 

ii  laquelle  on  pourrait  substituer  encore  les  formules  du  même  genre, 
dans  lesquelles  un  des  signes   /  est  remplacé  par  le  signe  V. 


544. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  les  intégrales  aux  différences  finies. 
C  H.,  T.  XXX.IX,  p.  ai  i  Cîi  juillet  t854). 

Soit  f(.r)  une  fonction  donnée  de  la  variable  x.  L'intégrale  aux 
différences  infiniment  petites  /  f(x)dx  ne  sera  autre  chose  qu'une 
nouvelle  fonction  ¥(x)  propre  à  vérifier  la  formule 

I).,  F i.r)  =  f(ar), 


EXTRAIT  N"  5H.  187 

et  pareillement  l'intégrale  aux  différences  finies  ~S  i'(x)  ne  sera  autre 
chose  qu'une  fonction  s{x)  propre  à  vérifier  l'équation 

(2)  *x${x)  =  i(x). 

Par  suite,  ces  deux  intégrales  pourront  être  présentées  sous  les  formes 
symboliques 

f(aO 


(3) 

(4) 


F(#)  = 


D, 


et  des  équations  (3),  (4),  jointes  à  l'équation  symbolique 

dans  laquelle  on  suppose  a  =  A.r,  on  tirera 

(5)  #(tf)  =  ^F(aO  — ç(ar), 

la  valeur  de  <p(#)  étant  déterminée  par  la  formule  symbolique 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  l'une  des  deux  suivantes  : 

Il  y  a  plus  :  à  la  formule  (8),  que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit, 


(9) 


q>(a:)=  -  f(a-) 


Ll(i  +  A,) 


£-;]'<->• 


on  pourra  substituer  encore  d'autres  formules  analogues.  Ainsi,  en 
particulier,  de  l'équation  (9),  combinée  avec  la  formule  symbolique 


«Dx=l(i  +  A,), 


188  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE. 

mi  déduira  immédiatement  la  suivante  : 


(10)  <»(«:)  =  -  f(x)  -h 


i  }_  _  il  y-  Daf(a?) 

I(i  +  Ax)       Ax       aj  l(i-+-  A»)' 


Pour  réduire  les  formules  symboliques  (7),  (8),  (10)  à  des  équa- 
tions qui  déterminent  avec  précision  la  valeur  de  <p(.r),  il  suffira 
généralement  de  transformer  la  fonction  f(r)  en  une  somme  de 
termes  proportionnels  à  des  exponentielles  de  la  forme  e"x.  Suppo- 
sons, en  effet, 

(11)  f{x)  =  SAenx, 

a,  À  désignant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires  dont  le  second 
change  de  valeur  avec  le  premier,  et  la  somme  qu'indique  le  signe  S 
pouvant  se  transformer  en  une  intégrale  définie.  L'équation  (7)  don- 
nera 

(12)  ®{x)  =  s(  — -1 )âc"'x 

et 

(■3)  «p(af)  =  i.f(a5)-i-S(r—    -— ~ -U"". 

1  2  \ax        eaa—  1         2/ 

Remarquons  d'ailleurs  que  la  formule  (1 1)  continuera  de  subsister, 
si  l'on  suppose  la  valeur  de  f(a?)  donnée  par  une  équation  de  la 
forme 

(i4)  f(x)  =  S(Aeax-+-B), 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  a. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (5).  On  en  tirera 

(i5)  ${x)  =  ?-Cî(x)dx  —  <i>(x). 

Dans  celle  dernière  formule,  l'intégrale 

/  î(x)dx 

peut  être  censée  renfermer  une  constante  arbitraire.  En  déterminant 
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cette  constante  de  manière  que  $(x)  s'évanouisse  pour  x  =  x,  ou  aura 


(16) 


#(ar)  =  i    f   î{z)dz  —  <p(#)  +  <p(x). 


Lorsque,  dans  l'équation  (16),  on  substituera  pour  ç(a;)  sa  valeur 
tirée  de  la  formule  (12)  ou  (1 3),  on  obtiendra  pour  i(.r)  une  fonc- 
tion complètement  déterminée,  et  cette  fonction  sera  certainement 
une  valeur  de  l'intégrale  >]  f(a?),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une 
valeur  de  S{x)  propre  à  vérifier  l'équation  (2);  car  on  tire  de  l'équa- 
tion (16) 

/.  1  +  a 
ï{Z)dz-±xQ(x), 

et,  en  vertu  de  la  formule  (9),  jointe  à  l'équation  (12)  ou  {l'i'),  le 
second  membre  de  l'équation  (17)  se  réduira  précisément  à  f(x). 

Au  lieu  de  tirer  de  la  formule  (12)  ou  (i3)  la  valeér  de  y(x),  on 
pourrait  développer  <p(a?)  en  une  série  de  termes  proportionnels  à  la 
fonction  î(x)  et  à  ses  différences  finies  des  divers  ordres;  et,  pour  v 
parvenir,  il  suffirait  de  développer,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (8),  l'expression  symbolique 

1  1 


l(i  + A*)       A,. 

suivant  la  puissance  ascendante  de  Ax.  On  pourrait,  aussi,  en  partant 
de  la  formule  (10),  développer  o(x)  en  une  série  de  termes  propor- 
tionnels à  la  fonction  dérivée  Dxï(x)  et  à  ses  différences  finies  des 
divers  ordres.  Mais  les  valeurs  de  ®(x),  ainsi  déduites  des  for- 
mules (8)  et  (i3),  ne  subsisteraient  que  dans  le  cas  où  les  séries 
obtenues  seraient  convergentes,  et  cette  convergence  exige  que  la 
série  formée  avec  les  différences  tinies  de  la  fonction  i\x)  ou  Dxï'(x) 
ait  pour  module  un  nombre  inférieur  ou  tout  au  plus  égala  l'unité. 
Pour  montrer  une  application  très  simple  des  formules  que  nous 
venons  d'établir,  supposons 

Ux)  =  —, 

V      )         x,n 
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m  étant  un  nombre  quelconque.  Dans  cette  hypothèse,  la  formule  (i  i) 
pourra  être  réduite  à 

[     '  xm       T{m)J0 

et  la  formule  (12)  donnera 

C9)  '(*)  =  r(kjX"i(7^-ïï)'""1^"*' 

tandis  que  l'on  aura 

rT dx  _      1      /    1  1    \ 

(2o)  /      a?»~  m  — 1  Vx"»-1        x'"-1/' 

Donc,  pour  obtenir  une  valeur  de  ^—  qui  ait  la  propriété  de  s'éva- 
nouir avec  la  différence  x  —  x,  il  suffira  de  prendre 


,r'"        m  —  1  \  x 


la  fonction  y(x)  étant  déterminée  par  la  formule  (19). 
Si  l'on  supposait 

î{x)  =  \x, 

la  formule  (iZj)  serait  réduite  à 

r"    g—  t  p—tX 
— dl, 

et  la  formule  (i3)  donnerait 

(23)  a{x)=^-\x+t      (--^—Si  —  —t~-)L 

2  J       \  1  —  e~u        <x.t        2  /  l 

tandis  que  l'on  aurait 

<>\\  j     \xdx  =  x(\x  —  1)  —  x(Ix  —  1). 

•As 

Donc,  pour  obtenir  une  valeur  de  Z\x  qui  ait  la  propriété  de  s'éva- 


dt 
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nouir  avec  la  différence  x  —  x,  il  suffit  de  prendre 

(■2."j)  y    \x  =  x(\  X  —  i)  —  X(l.\  —  I)  —  9<  ./•)  -r-  O(X), 

la  (onction  <p(x)  étant  déterminée  par  la  formule  (23). 

Si  à  la  formule  (i3)  on  substituait  la  formule  (io),  on  en  déduirait 
immédiatement  la  valeur  de  Hla?  développée  en  une  série  de  termes 
proportionnels  à  la  fonction  -  et  à  ses  différences  finies  des  divers 
ordres. 


545. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  un  théorème  général  qui  fournit  immédia- 
tement, dans  un  grand  nombre  de  cas,  des  limites  entre  lesquelles  une 
série  simple  ou  multiple  demeure  convergente. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  i G i  (22  janvier  i855). 

Le  Mémoire  lithographie  que  j'ai  présenté  le  11  octobre  i83i  (')  à 
l'Académie  de  Turin  renferme  un  théorème  qui,  eu  égard  aux 
remarques  faites  dans  les  Comptes  rendus  de  1 85 1  et  1802,  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  I.  —  Soit 

it  =  Ux,y,  z,  ...) 
une  fonction  des  variables 

x,    y,     z,     ..., 

qui  demeure  finie,  monodrome  et  monogène  pour  des  modules  de  ces 
variables  respectivement  inférieurs  à 

x,     y,     z 

Soit  d'ailleurs  R  la  plus  grande  valeur  que  puisse  acquérir  le  module  de 

C)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 
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la  fonction  a,  quand  on  attribue  aux  variables  x,  y,  z,  . . .  les  modules 
x,  y,  z,  ....  La  fonction  u  sera  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  des  variables  x,  y,  z,  ... 
tant  que  les  modules  de  ces  variables  demeureront  respectivement  infé- 
rieurs à  x,  y,  z De  plus,  si  ion  pose 

»=(<-?r(-r('-r--- 

les  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la  série  en  question  seront 
respectivement  inférieurs  aux  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 
série  qui  a  pour  somme  le  produit 

Ro>. 
Corollaire.  —  Comme  le  coefficient  du  produit 

x'y"lzn.  .., 

dans  le  développement  de  chacune  des  fonctions 

esl  précisément  le  rapport  qu'on  obtient  quand  on  divise  par  le 
nombre 

N  =  (l.2.../)(l.2...m)(l.2...«)... 

la  valeur  qu'acquiert  pour  des  valeurs  nulles  de  x,  y,  z,  . . .  la  dérivée 

d^d;!d;'.  . .u   ou   d',.d;"J.k'.  . . (Ru), 

il  est  clair  que  le  théorème  I  comprend  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  1. 
la  fonction  u  et  ses  dérivées  partielles  des  divers  ordres  offriront ,  pour 
des  râleurs  nulles  de  x,  y,  z,  . .  .,  des  modules  respectivement  inférieurs 
au. v  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  Rw  et  de  ses  dérivées  par- 
tielles des  mêmes  ordres. 

Si  l'on  sulislilne  aux  variables 

■V,       1  ,       c,        .  .  .  , 
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les  différences 

\,  y],  £,  ...  désignant  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  variables 
x, y,  z,  . . .,  alors,  à  la  place  du  théorème  II,  on  obtiendra  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème  III.  —  Soit 

u  =  ï(x,y,z,  ..  .) 

une  fonction  des  variables 

x,    y,     z,     .  .  . , 

qui  demeure  finie ,  monodrome  et  mono  gène ,  dans  le  voisinage  des 
valeurs  particulières 

x  =  l'      y  =  *i>      -  =  ?i       •••, 

et  tant  que  l'on  attribue  aux  différences 

x  —  l,    y  — ri,     z  —  Ç,      ... 

des  modules  respectivement  inférieurs  aux  quantités  positives 

x,    y,    z,     

Soit  d'ailleurs,  dans  le  cas  où  ces  différences  acquièrent  ces  modules, 
R  la  plus  grande  des  valeurs  que  puisse  acquérir  le  module  de  u,  et  posons 

«.,    u=(,-^)-(.^)-(.-^r-" 

La  fonction  u  et  ses  dérivées  partielles  des  divers  ordres  offriront,  pour 

x  —  \,       y---n,        s  =  Z,        ..., 

des  modules  respectivement  inférieurs  aux  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction  Rco  et  de  ses  dérivées  partielles  des  mêmes  ordres. 

Le  théorème  II  entraîne  évidemment  avec  lui  un  théorème  général 
que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  IV.  —  Soient 

a,   y,    *,    ... 

OEiwresdeC—  S.  I,  t.  XII.  25 
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diverses  fonctions  des  variables 

dont  chacune  demeure  finie,  monodrome  et  monogène  dans  le  voisinage 
des  valeurs  particulières 

x  —  l,        v  =  -n,        s  =  Ç,        •-., 

et  tant  que  l'on  attribue  aux  différences 

oc  —  l,    y  — ri,     a  —  Ç,      ..., 

des  modules  respectivement  inférieurs  aux  quantités  positives 

x,    y,    /.,     ... 

Soient  d'ailleurs,  dans  le  cas  où  ces  différences  acquièrent  ces  modules, 

A,     B,     C,     ... 

les  plus  grandes  des  valeurs  que  puissent  acquérir  les  modules  des  fonc- 
tions 

K-,    %f,    i,     . . ., 

et  posons 


Enfin,  soit  Q,  une  fonction  développable,  pour  de  très  petits  modules  des 

différences 

x  —  \,    y  — fi»    s  —  K,     ■■■, 

en  une  série  simple  ou  multiple  dont  chaque  terme  soit  le  produit  d'un 
facteur  variable  par  d'autres  facteurs  respectivement  égaux  aux  valeurs 
que  prennent  les  fonctions 

K,    y,     Jb,     ..., 
ou  leurs  dérivées  partielles  des  divers  ordres,  à  l'instant  où  l'on  pose 

■ 

Le  développement  de  Q,  restera  convergent,  si  l'on  obtient  une  série  con- 
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vergente  en  remplaçant  dans  chaque  terme  de  ce  développement  le  facteur 
variable  par  son  module,  et  les  fonctions 

-\-,     :T,     i,      ... 

par  les  produits 

A»,     Bco,     Ccù,     .... 

Ce  théorème  général  fournit  immédiatement  des  limites  entre  les- 
quelles demeurent  convergentes  les  séries  qui  représentent  les  déve- 
loppements de  fonctions  explicites  ou  même  implicites. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que, 

*  =  f(a;) 

étant  une  fonction  finie,  monodrome  et  monogène  de  la  variable  x, 
pour  un  module  de  x  —  \  inférieur  à  une  certaine  quantité  positive  x, 
on  développe,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
et  ascendantes  de  /,  celle  des  racines  de  l'équation 

(3)  x  =  l  +  £X, 

qui  se  réduit  à  \  pour  /  =  o.  En  attribuant  à  /  un  module  sulfisam- 
ment  petit,  on  aura 

1.2  I .1.5 

x  devant  être  réduit  à  \  dans  le  second  membre  de  la  formule  (4), 
après  qu'on  aura  effectué  les  différentiations  indiquées  par  la  lettre 
caractéristique  Dx;  et  la  valeur  de  x,  ainsi  déterminée,  vérifiera 
l'équation  (3),  tant  que  la  série  comprise  dans  la  formule  (4)  sera 
convergente.  Soit  d'ailleurs  A  le  plus  grand  module  que  puisse 
acquérir  la  fonction  3G  quand  la  différence  x  —  \  acquiert  le  mo- 
dule x.  En  vertu  du  théorème  IV,  le  développement  de  x  fourni  par 
la  formule  (4)  sera  convergent,  si  l'on  obtient  une  série  convergente 
en  supposant,  dans  le  second  membre  de  cette  formule,  t  positif,  en 
y  remplaçant  la  fonction  ,\-  par  le  produit 
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et  on  posant  x  =  £  après  les  differentiations  relatives  à  x.  Or  on  aura, 
sons  cette  condition, 

x  —  E,\n i  .2.3. .  .(an  —  2)     1 


D' 

i;a...(n  — 1)      \'f-2' 

et  par  suite,  en  remplaçant  36  par  le  produit  Aa>  dans  la  formule  (4), 
on  trouvera 

y  \2r-         AH3  1.3..  .{2n  —  3)  2"-1Ant» 

(a)      a?  =  £  +  A*H h2 — —  +  ...H - — - ; 1- 

X  X2  I  .2.  .  .11  X"-' 

M;iis,  d'autre  part,  on  a  identiquement 

1  „       1    ,  i .  3 . . .  (  2  n  —  3")  1 

2  2  X  .  2  .  .  .  Il 

donc  la  formule  (5)  donnera 

Comme  on  devait  s'y  attendre,  cette  dernière  valeur  de  x  est  précisé- 
ment celle  que  fournit  l'équation  (3),  lorsqu'on  la  réduit  à  la  for- 
mule 

A; 


(7)  x  =  i  + 


l-^± 


en  remplaçant,  dans  le  second  membre,  la  fonction  x,  par  le  pro- 
duit Aoo.  D'ailleurs  la  valeur  de  x,  donnée  par  la  formule  (G),  se 
développe  en  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  /,  quand  on  suppose  le  module  de  t  inférieur  à  j-r- 
Donc,  dans  cette  même  hypothèse,  la  série  comprise  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (4)  sera  convergente,  et,  si  /  est  positif,  la 
valeur  de  x—  \,  donnée  par  la  formule  (4),  offrira  certainement 
une  valeur  numérique  inférieure  à  celle  que  déterminera  la  for- 
mule (6). 

Le  théorème  IV  fournirait  encore  immédiatement  des  limites  entre 
lesquelles  demeurent  convergentes  les  séries  qui  représentent  les 
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intégrales  d'équations  différentielles  on  aux  dérivées  partielles.  On 
se  trouve  ainsi  ramené,  comme  je  l'expliquerai  dans  un  autre  article, 
aux  résultats  énoncés  dans  mon  Mémoire  lithographie  de  i835  ('  )  et 
à  ceux  que  viennent  d'obtenir  MM.  Briot  et  Bouquet. 


546. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  2o5  (29  janvier  i855). 

Calcul  des  variations.  —  M.  Augustin  Cauciiy  présente  à  l'Académie 
une  Note  sur  V Application  du  Calcul  des  variations  à  l'intégration  d'un 
système  d'équations  différentielles.  Les  résultats  auxquels  l'auteur  est 
parvenu  seront  développés  dans  un  prochain  article. 


547. 

Analyse  infinitésimale.  —  Sur  les  avantages  que  présente  l'introduction 
d'un  paramètre  variable  et  des  notations  propres  au  Calcul  des  varia- 
tions dans  quelques-unes  des  principales  formules  de  l'Analyse  infini- 
tésimale. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  261  (5  février  i855). 

Ce  qui  distingue  le  Calcul  des  variations  du  Calcul  différentiel,  c'est 
que  dans  celui-ci  on  se  borne  à  faire  varier  des  quantités  supposées 
dépendantes,  ou,  en  d'autres  termes,  fonctions  les  unes  des  autres, 
tandis  que,  dans  le  Calcul  des  variations,  on  fait  varier  les  formes 
des  fonctions  elles-mêmes.  Mais,  pour  réduire  le  Calcul  des  variations 
au  Calcul  différentiel,  il  suffît  de  faire  correspondre  les  changements 
de  forme  des  fonctions  aux  changements  de  valeur  d'un  paramètre 
variable  qui  ne  paraissait  pas  dans  les  formules.  Réciproquement,  il 
suffit  d'introduire  dans  plusieurs  des  principales  formules  de  l'Ana- 

(')  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  (Œuvres  de  Cauciiy,  S.  II,  T.  XI). 


19S  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE. 

[yse  infinitésimale  un  paramètre  variable  a,  pour  les  transformer 
en  d'autres  qui  s'expriment  aisément  à  l'aide  des  notations  propres 
au  Calcul  des  variations.  Rendons  cette  vérité  sensible  par  quelques 
exemples. 
Soit  d'abord 

(')  u  =  £{x,y,  s,  ...) 

une  fonction  des  variables  x,  y,  z,  ...  qui  demeure,  du  moins  entre 
certaines  limites,  finie,   monodrome  et  monogène.   Si,  dans  cette 
fonction,  on  attribue  aux  variables  oc,  y,  z,  ...  certains  accroisse- 
ments h,  k,  l,  . . . ,  on  obtiendra  une  nouvelle  fonction  de  x,  y,  z, 
savoir 

(2)  U-{{x  +  h,y  +  k,z+l,  ...), 

et  les  fonctions  (i),  (2)  seront  comprises,  comme  cas  particuliers, 
dans  l'expression  analytique 

(3)  v  —  f(jc  -+-  ah,  y  -+-  ak,  z  -+-  al,  .  .  .), 

qui  renfermera  un  paramètre  variable  a,  et  de  laquelle  on  déduira  la 
fonction  u  en  posant  a  =  o,  la  fonction  U  en  posant  a=i.  Or,  le 
paramètre  a  venant  à  varier,  l'expression  (3),  considérée  comme 
fonction  de  x,  y,  z,  ...,  changera  de  forme,  et  le  rapport 

te' 

entre  la  variation  ov  de  la  fonction  v,  et  la  variation  oa  du  para- 
mètre a,  ne  sera  autre  chose  que  la  dérivée  Dat>  de  la  fonction  v 
par  rapport  au  paramètre  a.  Si  l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité, 
oa  =  1,  on  aura  précisément 

(4)  ôi'  =  l)av, 

puis  on  en  conclura,  en  remplaçant  v  par  or,  plusieurs  fois  de  suite, 

ô2e  — Daôc  =  Dlc, 
a<r=rD!ô(>  =  Dâc, 
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et  généralement 


(5)  è'ti>  =  B'iv. 

Si  dans  les  formules  (4)  et  (5)  on  pose  a  =  o,  elles  donneront 

!a—° 
ou     =    1    Dar 
et 
a  =  o 
o"u=    I    DSc. 

D'ailleurs  la  formule  de  Maclaurin  donnera,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment petites  de  a, 

a=o  a  a=o  as    a  =  o 

(7)  c=    1    c  +  -    1   Da«'H I    DJi<'-+- 

On  aura  donc,  eu  égard  aux  équations  (6), 

(8)  v  =  a  -+-  -  o« 

puis  on  en  conclura,  en  posant  a  =  i, 


I  .  2 


OH  O'H 

(9)  £/=„+_  h-  —  +.... 

D'autre  part,  la  formule  (4)  donnera 

(io)  ô('  =  /«Dx('  +  A-Dyc  +  /Dcr  +  ..  . 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(h)  8v—(hDx-hkJ)y+lJ)s  +  ...)v, 

et  l'on  en  conclura,  en  remplaçant  plusieurs  fois  de  suite  v  par  oc 

(12)  4*?  =  (ADX  +  ÀDr-+-  /D-  +  .  .  .)"e. 

Enfin,  on  tirera  de  l'équation  (12),  en  posant  a  =  o, 
(i3)  â"  «  =  (  A  D,  +  A- Dy+/Da +  ...)""• 

La  formule  (9),  jointe  à  l'équation  (i3),  reproduit  ce  qu'on  nomme 
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le  théorème  de  Taylor,  étendu  à  une  fonction  de  plusieurs  variables  x, 

y,  z, Comme  on  le  voit,  et  comme  je  l'avais  déjà  remarqué  dans 

mes  Leçons  données  à  l'Ecole  Polytechnique,  cette  extension  se  déduit 
sans  peine  de  l'introduction  du  paramètre  variable  a  sous  le  signe  f. 
Ajoutons  que  l'expression  la  plus  simple  du  théorème  ainsi  étendu  est 
la  formule  (9),  dans  laquelle  les  valeurs  de 

au,     ô2  a,      ... 

peuvent  être  déduites  ou  de  l'équation  (i3),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  formules 

(  1 4)  àx  =  h ,        oy  =  /•',         ôz  —  /,         .  .  . , 

jointes  aux  règles  établies  pour  la  détermination  des  variations  des 

divers  ordres  d'une  fonction  quelconque  des  variables  x,  y,  z, 

Considérons  maintenant  un  système  d'équations  différentielles  de 
la  forme 

(i5)  Dtœ  =  Jr,        \\y=Y,         Dtz  =  Z, 

x,  y,  z,  ...  étant  des  fonctions  inconnues  de  /,  et  X,  Y,  Z,  ...  des 
fonctions  de  x,  y,  z,  ...,  /,  qui  demeurent,  du  moins  entre  cer- 
taines limites,  finies,  monodromes  et  monogènes.  Supposons  les 
inconnues  x,  y,  z,  ...  assujetties  non  seulement  à  vérifier  ces  équa- 
lions  différentielles,  mais  encore  à  prendre,  pour  une  certaine  valeur 
«le  /,  par  exemple  pour  /  =  t,  les  valeurs  particulières 

(16)  œ  =  l,       y  =  n,       s  =  ç,        — 

Les  fonctions  de  1  représentées  par  x,  y,  z,  . . .  changeront  de  forme 
si,  en  introduisant  un  paramètre  variable  a  dans  les  équations  (i5), 
on  leur  substitue  les  suivantes 

(17)  \)tx  —  aX,         \)ty  =  ocV,         Dtz  =  aZ,  ...; 
ei  comme,  pour  a  =  o,  les  équations  (17)  donnent 

(18)  Dtsc  =  o,        D,j  =  o,        D,^  =  o,         ..., 
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il  est  clair  que  les  inconnues  x,  y,  s,  . . . ,  assujetties  à  vérifier,  pour 
une  valeur  variable  de  /,  les  formules  (17),  et  pour  t  =  z  les  condi- 
tions (i5),  deviendront  indépendantes  de  /  si  a  s'évanouit,  et  acquer- 
ront alors,  quel  que  soit  /,  les  valeurs  constantes  E,  yj,  "Ç,  .... 
Cela  posé,  soit 

(19)  a  =  {{x,y,s,  ...) 

une  fonction  de  x,  y,  z,  ...  qui  demeure,  du  moins  entre  certaines 
limites,  finie,  monodrome  et  monogène.  Le  paramètre  a  venant  à 
varier,  x,  y,  z,  ...,  et  par  suite  u,  considérées  comme  fonctions 
de  /,  changeront  de  forme,  et  leurs  variations,  que  nous  indiquerons, 
suivant  l'usage,  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  0,  seront  les  pro- 
duits de  ov.  par  leurs  dérivées  relatives  au  paramètre  a.  Ces  variations 
se  réduiront  donc  à  ces  dérivées  si  l'on  pose  oy.  =  \ ,  et  alors  on  aura, 
par  exemple, 


(20) 
(ai) 


OU       —  I)aM, 

0"ll  —  ï)'i,ll. 


Soit  d'ailleurs  u  la  valeur  que  prendra  la  fonction  u  pour  une  valeur 
nulle  de  a.  On  aura 

(22)  u  =  f(S,D,Ç,  ...). 

et  la  formule  de  Maclaurin  donnera,  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  du  paramètre  a, 

,    ,,  a  .  a2 

(2,3)  u  =  j -\ oj -\ 0-J+.... 

1  1  .2 

II  reste  à  exprimer,  dans  cette  formule,  les  variations 

OJ,        0':'J, 


en  fonctions  de  ç,  Y],  ç, 
manière  suivante. 

On  aura  généralement 


.  et  /.  On  y  parviendra  sans  peine  de  la 


D(u  =  T)t£cDxu  +  DtyByU  +  \),z  ft.ti -}-...; 

OF.uvres  de  C.  —  S.  I,   t.  XII. 
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par  conséquent,  eu  égard  aux  formules  (17), 

(24)  Qlu  =  aVu, 

la  valeur  de  Vu  étant  définie  et  déterminée  par  la  formule 

(25)  Vu  =  ATDxu  +  VDyu  +  ZDzu-+- 

Si,  dans  l'équation  (24),  on  remplace  u  par  Va  plusieurs  fois  de  suite, 
on  tirera,  en  ordonnant  le  second  membre  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  a, 


(26) 


\)"t  a  =a"  Vnu -+-... 


Enfin,  si  l'on  différence  n  fois,  par  rapport  à  a,  les  deux  membres  de 
la  formule  (24),  et  si  après  les  différentiations  on  pose  a  =  o,  par 
conséquent  //  =  u,  on  trouvera 


(27) 


D?**u  =  i.a.3...nV»u. 


D'ailleurs  il  es(  aisé  de  voir  que  la  variation  c"  u  et  ses  dérivées  rela- 
tives au  temps,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  —  1,  s'évanouissent  toutes 
pour  /  =  t.  En  conséquence  et  en  posant,  pour  abréger, 

(28)  □«=  I    Vudt, 

on  tirera  de  la  formule  (27) 

o"  u 
I  .2  .O  ...  Il 

Cela  posé,  la  formule  (23)  donnera 

(3o)  tt  =  'j  +  «[]'j  +  a!Q!'j  + 

Kn  posant  dans  celte  dernière  a  =  t,  on  trouvera 

(  3  1  )  u  =  y  -+-  □  y  -+-  D*u  -+- 

On  est  ainsi  ramené  à  la  formule  (32)  du  second  paragraphe  du 
Mémoire    de    i835    sur    l'intégration    des   équations    différentielles. 
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Lorsque,  dans  cette  formule,  qui  peut  être  présentée  sous  la  forme 
symbolique 

(32) 


i  — D 


on  prend  successivement  pour  //  les  inconnues  x,  y,  s,  .  .  .  ,  elle 
fournit  pour  ces  inconnues  les  valeurs  qui  satisfont,  quand  t  varie, 
aux  équations  (id)  et,  pour  /  =  t,  aux  conditions  (16). 

En  résumé,  pour  obtenir,  développées  en  séries,  les  intégrales 
générales  des  équations  (i5),  il  suffit  d'introduire  un  paramètre 
variable  a  dans  ces  équations,  en  leur  substituant  les  formules  (17), 
puis  de  développer  par  la  formule  de  Maclaurin,  en  se  servant,  pour 
plus  de  facilité,  de  la  notation  adoptée  dans  le  Calcul  des  variations, 
les  valeurs  des  inconnues  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  de  a,  et  de  poser  ensuite  a  =  i.  Les  développements  ainsi 
trouvés,  quand  ils  sont  convergents,  représentent  précisément  les 
intégrales  demandées. 

Supposons  maintenant  que  les  valeurs  de  x,  y,  s,  ...,  toujours 
assujetties  à  vérifier,  pour  t  =  t,  les  conditions  (16),  soient  connues, 
lorsqu'elles  doivent  satisfaire  aux  équations  (i5),  et  qu'il  s'agisse  de 
les  modifier  de  manière  à  vérifier,  non  plus  les  équations  (i5),  mais 
les  suivantes 

(33)  Vtx=:Jr  +  S,        Dty  =  r  +  1,        Dtz  =  Z+3, 

X,  X),  3,  .  .  .  étant  de  nouvelles  fonctions  de  x,  y,  z,  .  .  .  ,  t  qui 
demeurent,  du  moins  entre  certaines  limites,  finies,  monodromes  et 
monogènes.  Pour  résoudre  ce  dernier  problème,  il  suffira  encore  d'in- 
troduire un  paramètre  variable  a  dans  les  formules  (3o),  en  leur  sub- 
stituant les  équations 

(34)  Dix  =  AT+aS,         I),  y  =  Y  +  a\),         Vts  =  Z  +  «3, 

puis  de  développer,  à  l'aide  de  la  formule  de  Maclaurin,  jointe  aux 
équations  (34),  les  inconnues  x,  y,  z,  . . .  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  du  paramètre  a,  et  de  poser  ensuite  a  —  1.  Les 
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développements  trouvés,  quand  ils  seront  convergents,  fourniront 
précisément  les  valeurs  cherchées  de  x,  y,  z,  ...,  comme  nous  l'ex- 
pliquerons dans  un  autre  article. 


548. 

Calcul  INTÉGRAL.  —  Note  sur  les  conditions  de  convergence  des  séries  qui 
représentent  les  intégrales  générales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  3jo  (12  février  i855). 

Le  premier  des  théorèmes  énoncés  dans  la  séance  du  22  janvier 
dernier  entraîne  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  f(/)  une  fonction  donnée  de  la  variable  t.  Suppo- 
sons d'ailleurs  que  cette  fonction  reste  finie,  monodrome  et  monogène, 
dans  le  voisinage  de  la  râleur  particulière  x  attribuée  à  t,  et  tant  que  te 
module  de  la  différence  t  —  1  n'atteint  pas  une  certaine  limite  t.  Pour 
tout  module  de  l  —  t  inférieur  à  cette  limite,  la  fonction  f(/)  sera  déve- 
loppable,  par  la  formule  de  Taylor,  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  t  —  1. 

D'autre  part,  mon  Mémoire  sur  l'application  du  Calcul  infinitésimal 
à  la  détermination  des  fonctions  implicites  (Tome  XXXIV,  année  1812. 
ier  semestre)  renferme  la  proposition  suivante  : 

Théorème  il.  —  Représentons  par 

T,      Y,     Y,    Z,     ... 

des  fonctions  t,  x,  y,  z,  ...,  qui  reste///  monodromes ,  monogènes  et 
finies,  dans  le  voisinage  des  valeurs  T,  E,  Y),  '(,  ...  attribuées  à  t,  x,  y, 
z,  .  . .  ;  et  concevons  que  l'on  assujettisse  x,  y,  z,  ...  à  la  double  condi- 
tion de  vérifier,  pour  une  valeur  variable  de  t,  les  équations  différentielles 
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comprises  dans  la  formule 

fit  dx        ri  y        dz 

T  ~  ~X  ~  "F  ""  ~Z  ' 

et  de  se  réduire  à  £,  yj,  '(,  ...  pour  t  =  t.  S*  T/ze  s'évanouit  pas,  quand 

on  prend 

t  =  z,       x  =  l,       7  =  n,        -  =  ?,        ••-, 

alors,  à  l'aide  des  formules  établies  dans  mon  Mémoire  de  i835  .sv/r 
l'intégration  des  équations  différentielles,  on  prouvera  qu'il  est  possible 
de  satisfaire,  au  moins  quand  le  module  de  la  différence  t  — :  t  ne  dépasse 
nas  une  certaine  limite,  aux  deux  conditions  énoncées,  par  des  valeurs 
de  x,  y,  s,  ...  qui  seront  développées  en  séries  convergentes,  et  qui  repré- 
senteront les  intégrales  générales  des  équations  différentielles  données.  Il 
y  a  plus  :  on  peut  affirmer  que.  dans  l'hypothèse  admise,  ces  intégrales 
générales  seront  les  seules  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  qui,  variant  avec  t  par- 
degrés  insensibles,  rempliront,  pour  un  module  suffisamment  petit  de 
t  —  t,  les  deux  conditions  énoncées.  Enfin,  comme  les  divers  termes  des 
séries  obtenues  seront  des  fonctions  monodromes,  monogènes  et  finies  de 
la  variable  t,  on  pourra  en  dire  autant  des  valeurs  trouvées  des  variables 
x,  y,  z,  . . . ,  ou  même  d'une  fonction  monodrome,  monogène  et  finie 
de  ces  variables. 

Les  théorèmes  I  et  II  entraînent  avec  eux,  comme  conséquence 
immédiate,  la  proposition  suivant!1  : 

Théorème  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  II, 
les  inconnues  x,  y,  z,  . . .  pourront  être  développées,  à  l'aide  des  for- 
mules établies  dans  le  Mémoire  de  i835,  en  séries  qui  seront  convergentes, 
tant  que  le  module  de  la  différence  t  —  -  n'atteindra  pas  une  limiU 
pour  laquelle  se  vérifie  l'une  des  équations 

i  i  i 

-   —  o,  -  =o,  -  —  o,  .  .  .  , 

x  y  z 

T  T  T 

_  =  o,  p  =  o,  5=0, 
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ou  bien  encore  une  limite  pour  laquelle  un  des  rapports 

X       Y      Z 

en  conservant  une  valeur  ji nie,  cesse  d'être  une  fonction  monodrome  et 
monogène  des  variables  T,  X,  Y,  Z,  .... 

Si,  pour  plus  do  simplicité,  ou  suppose  T  =  1,  alors,  à  la  place  du 
théorème  III,  ou  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Représentons  par 

X,     Y,    Z,     ... 

des  fonctions  de  t,  x,  y,  z,  ...  qui  restent  monodromes,  monogènes  et 
finies  dans  le  voisinage  des  valeurs  x,  H,  Y],  '(,  ...  attribuées  àt,x,  y,  z,  ...  ; 
et  concevons  que  l'on  assujettisse  x,  y,  z,  ...  à  la  double  condition  de 
vérifier,  pour  une  valeur  variable  de  t,  les  équations  différentielles 

(i)  J)^=t,      vty  =  r,     '!)/=     z, 

et  de  se  réduire  à  £,  Y],  '(,  .  .  .  ,  pour  1  =  t.  Les  inconnues  x,  y,  z,  ... 
oourront  être  développées,  à  l'aide  des  formules  établies  dans  le  Mémoire 
de  i83j,  en  séries  qui  seront  convergentes  tant  que  le  module  de  la  diffé- 
rence t  —  T  n'atteindra  pas  une  limite  pour  laquelle  se  vérifie  l'une  des 
équations 

i  i  i 

(2)  -  =  o,        -  =0,        -   — -o,         ..., 
se  y  z 

,,,  iii 

(3)  X  =  °'        f  —  °'        'Z~0'         "" 

ou  bien  encore  une  limite  pour  laquelle  une  des  fondions  X,  Y,  Z,  . .  . , 
en  conservant  une  valeur  finie,  cesse  d'être  une  fonction  monodrome  e! 
monogène  des  variables  t,  x,  y,  z,  .... 

Lorsque  les  inconnues  x,  y,  z,  ...  se  réduisent  à  une  seule,  alors 
le  théorème  II  se  réduit  à  la  proposition  suivante  : 

THÉORÈME  V.  —  Soit  X  une  fonction  des  variables  x  et  t,  qui  reste  mo- 
nodrome, monogène  et  finie,  dans  le  voisinage  des  valeurs  £  et  z  a/tri- 
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buées  à  ces  variables;  el  concevons  que  l'on  assujettisse  V inconnue  x  à  la 
double  condition  de  vérifier,  pour  une  valeur  variable  de  t,  l'équation 
différentielle 

{'a)  \)tx  =  A' 

et  de  se  réduire  à  ;  pour  t  =  T.  L'inconnue  x  pourra  être  développée,  a 
l'aide  des  formules  établies  dans  le  Mémoire  de  i835,  en  une  série  qui 
sera  convergente,  tant  que  le  module  de  la  différence  t  —  z  n  atteindra 
pas  une  limite  pour  laquelle  se  vérifie  l'une  des  deux  équations 

(5)  -L=o, 

(6)  ~  =  o, 

ou  bien  encore  une  limite  pour  laquelle  X,  en  conservant  une  valeur  finie, 
cesse  d'être  une  fonction  monodrome  el  monogène  de  x  el  de  t. 

Étant  donné  entre  la  variable  indépendante  t,  el  x  inconnues  x,  y, 
z,  ...  un  système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  avec 
les  valeurs  particulières  E,  y),  '(,  ...  de  x,  y,  s,  . ..,  correspondantes 
;i  une  valeur  particulière  z  de  la  variable  /,  on  peut  demander  de  cal- 
culer numériquement  d'autres  valeurs  particulières  de  x,  y,  z,  ... 
correspondantes  à  une  autre  valeur  particulière  de  t.  Pour  effectuer 
cette  opération,  que  j'appellerai  intégration  définie,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  former  d'abord  les  équations  qui  fournissent,  pour  une  valeur 
variable  de  t,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  et  représentent  les  intégrale- 
générales  des  équations  différentielles  données;  et  l'on  peut,  sans 
rechercher  ces  intégrales,  exécuter  une  intégration  définie,  en  sui- 
vant la  marche  que  j'ai  tracée  dans  mes  Leçons  de  seconde  année  à 
l'Ecole  Polytechnique,  et  que  j'ai  rappelée  dans  le  §  I  du  Mémoire 
de  i83j.  Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  l'intégration  définie  suffira 
généralement  à  la  détermination  de  la  limite  au-dessous  de  laquelle 
le  module  de  la  différence  t  —  z  devra  s'abaisser  pour  que  les  déve- 
loppements propres  à  vérifier  une  ou  plusieurs  équations  différen- 
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lielles  demeurent  convergents.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que 
les  équations  différentielles  données  se  réduisent  à  l'équation  (4),  et 
que  la  l'onction  X  ne  cesse  jamais  d'être  monodrome  et  monogène.  Si 
d'ailleurs  X  ne  se  présente  jamais  sous  une  forme  indéterminée,  la 
limite  cherchée  sera  le  module  d'une  valeur  de  t  —  %  pour  laquelle  se 
vérifiera  ou  la  formule  (5)  ou  la  formule  (G).  D'ailleurs,  si  l'on  pose 


i 
a  ■=  — 

X 


cl  si  l'on  nomme  T  ce  que  devient  le  rapport  —  ~,  quand  on  y  rem- 
place x  par  ->  il  suffira,  pour  obtenir  la  valeur  de  t  —  %  propre  à  véri- 
fier la  formule  (5),  d'appliquer  l'intégration  définie  à  l'équation  dif- 
férentiel le 

(7)  l)nt=T 

et  de  chercher  la  valeur  de  t  correspondante  à  une  valeur  nulle  de  //, 
en  supposant  la  variable  t  assujettie  à  prendre,  pour  w=  u,  la  valeur 
particulière  t  =  t.  Pareillement,  si  l'on  pose 

(8)  u=.—,  v  =  ■=■, 

E  étant  la  valeur  de  Àr  qui  correspond  aux  valeurs  ç,  z  des  variables 

I  - 
x,  t,  et  si  l'on  nomme  T  ce  que  devient  le  rapport  —  ,.    ,       .... — r 

\iiA.  -\- A.  \)xsY 

quand  on  y  remplace  x  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule 

a 

il  suffira,  pour  obtenir  la  valeur  de  t  —  t  propre  à  vérifier  la  for- 
mule (G),  d'appliquer  l'intégration  définie  à  l'équation 

I)ut=T, 

et  de  chercher  encore  la  valeur  de  t  correspondante  à  une  valeur  nulle 
de  //,  en  supposant  la  variable  /  assujettie  à  prendre,  pour  u  =  u,  la 
valeur  particulière  /  =  -. 
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On  ramènerait  de  même  à  l'intégration  définie  la  recherche  des 
valeurs  de  t  propres  à  fournir  la  limite  au-dessous  de  laquelle  devrait 
s'abaisser  le  module  de  la  différence  t  —  t,  pour  que  les  développe- 
ments des  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  demeurassent  convergents.  On  pourrait  même,  dans  ce 
calcul,  supposer  quelques-unes  des  équations  différentielles  rempla- 
cées par  des  équations  finies,  en  vertu  desquelles  certaines  variables 
deviendraient  fonctions  des  autres;  enfin  on  pourrait  substituer  avec 
avantage  le  système  de  ces  diverses  équations,  les  unes  différen- 
tielles, les  autres  finies,  à  une  équation  différentielle  ou  à  un  système 
d'équations  différentielles  où  se  trouveraient  des  fonctions  qui,  tout 
en  conservant  des  valeurs  finies,  cesseraient  d'être  monodromes  et 
monogènes. 

Nous  venons  d'expliquer  comment  l'intégration  définie  peut  servir 
à  déterminer  les  valeurs  de  t  parmi  lesquelles  se  trouve  celle  qui 
fournit  la  limite  au-dessous  de  laquelle  le  module  de  la  différence 
/  —  t  devra  s'abaisser  pour  que  les  développements  des  intégrales 
x,  y,  z,  . . .  d'un  système  donné  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre  demeurent  convergents. 

Lorsque  les  diverses  valeurs  de  t  propres  à  fournir  la  limite  dont  il 
s'agit  sont  toutes  infinies,  les  développements  des  inconnues  x,  y, 
z,  ...  sont  toujours  convergents.  Donc  alors  ces  inconnues  sont  des 
fonctions  de  t  qui  ne  cessent  jamais  d'être  finies,  monodromes  et 
monogènes;  en  d'autres  termes,  elles  sont  des  fonctions  synecliques 
de  la  variable  t.  D'ailleurs  certains  caractères  qui  distinguent  cer- 
taines équations  différentielles  permettent  d'affirmer  que  leurs  inté- 
grales sont  des  fonctions  synectiques  de  t,  comme  nous  le  montrerons 
dans  un  prochain  article. 


ORuares  de  C—  S.    I,  t.  XII.  2J 
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549. 

Calcul  intégral.  —  Addition  à  la  Note  insérée  dans  le  dernier 
Compte  rendu. 

G.  R-,  T.  XL,  p.  3y3  (19  février  i855). 

Supposons  l'inconnue  x  assujettie  :  i°  à  vérifier,  pour  une  valeur 
variable  de  /,  l'équation  différentielle 

(,)  D,^  =  X, 

X  étant  fonction  de  x  et  de  /;  20  à  prendre,  pour  /  =  t,  la  valeur  par- 
ticulière 

x  —  jj. 

Supposons  encore  que  la  fonction  A"  ne  cesse  jamais  d'être  monodrome 
et  monogène  et  ne  se  présente  jamais  sous  une  forme  indéterminée. 
La  valeur  de  t  correspondante  au  module  de  t  —  t,  pour  lequel  le 
développement  de  l'intégrale  x  cessera  d'être  convergent,  sera  fournie 
par  une  intégration  définie  appliquée  à  l'équation  (7)  de  la  page  208, 
c'est-à-dire,  à  la  formule 

(2)  dt—Tdu, 

u  désignant  l'un  des  rapports  -■>  -r',  et  cette  valeur  de  l,  que  je  dési- 
gnerai par  t,  devra  correspondre  à  la  valeur  zéro  de  la  variable  u. 

Si  l'on  attribue  à  u  non  plus  une  valeur  nulle,  mais  une  valeur  infi- 
niment petite,  t  devra  très  peu  différer  de  t;  donc  alors  la  différence 
t  —  t  deviendra  elle-même  infiniment  petite,  si  la  valeur  t  de  /  reste 
tinie.  D'ailleurs,  on  tirera  de  l'équation  (2) 

(3)  t  — 1=  /     Tdu, 


-H 


t  étant  considéré,  sous  le  signe  f,  comme  fonction  de  la  variable  //, 
et  par  suite  la  différence  t  —  t,  devenue  infiniment  petite,  sera  repré- 
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sentée  par  l'intégrale  singulière 


(4) 


f   Tdu, 


dans  laquelle  t  et/  —  t  seront  infiniment  petits,  en  sorte  qu'on  pourra 
généralement  y  poser,  sans  erreur  sensible,  /  =  t.  Donc,  pour  que  la 
valeur  t  de  t  reste  finie,  il  sera  nécessaire  que  cette  intégrale  singu- 
lière  offre   une  valeur  infiniment  petite.  C'est  ce  qui  arrivera,  en 

général,  quand  on  aura  u=  -y  Mais,  si  l'on  prend  u  =  —  >  l'inté- 

grale  (4)  deviendra 


I 


i 
"  dx 

7r' 


En  conséquence,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si,  la  fonction  X  ne  cessant  Jamais  d'être  monodrome 
ou  mono  gène,  l'intégrale  singulière 


,6*..^,  *  »"^-««-  »»5' 


(5) 


rldx 


conserve  une  valeur  finie,  la  valeur  t  de  t,  pour  laquelle  le  développement 
de  l'intégrale  x  de  V équation  (i)  cessera  d'être  convergent,  rendra  la 
fonction  x  infinie  ou  indéterminée. 


Corollaire.  —  Comme  l'intégrale  singulière 


X 


dx 
x 


loin  d'acquérir  une  valeur  infiniment  petite,  est  équivalente  à 


S 


par  conséquent  infinie,  l'intégrale  (5)  ne  pourra  généralement  devenir 
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infiniment  petite  que  dans  le  cas  où  la  supposition  x  =  -  entraînera 
la  condition 

X 

(6)  T=o. 

Cela  posé,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si  l'on  nomme  X  une  fonction  de  x  et  de  t,  qui,  tou- 
jours monodrome  et  monogène,  ne  devienne  jamais  ni  indéterminée,  ni 
infinie,  pour  des  valeurs  infinies  de  x  et  de  t  ;  si  d'ailleurs,  pour  une 

ÛC  •  I 

valeur  finie  de  t,  le  rapport  -p  ne  s'évanouit  pas  avec  —  >  /  intégrale  x 
de  l'équation 

sera  une  fonction  synectique  de  t. 

Corollaire.  —  Si  Xest  une  fonction  entière  de  x  et  t,  cette  fonction 
ne  pourra  devenir  infinie  qu'avec  les  deux  variables  x,  t,  ou  du  moins 
avec  l'une  d'entre  elles.  Donc  alors,  si,  pour  une  valeur  finie  de  la 
variable  t,  le  développement  de  l'intégrale  x  de  l'équation 

Vtx=X 

cesse  d'être  convergent,  on  aura  tout  à  la  fois,  pour  cette  valeur  finie 
de  t, 

(7)  -=o,         ^  =  0. 

Mais  ces  deux  dernières  conditions  s'excluront  l'une  l'autre,  si  X  est 
indépendant  de  x,  ou  du  premier  degré  en  x,  c'est-à-dire  si  l'équa- 
tion proposée  est  linéaire  et  de  la  forme 

(S)  D,a?  =  »f(*y-HF(0. 

f(z),  F(^)  désignant  deux  fonctions  entières  de  /.  Donc,  en  vertu  du 
théorème  II,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (8)  sera  une  fonction 
synectique  de  /  ;  ce  qu'on  reconnaît  aisément  à  la  seule  inspection  de 
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cette  intégrale  représentée  par  la  formule 


•213 


(9) 


Jx 


l 


t   -f  fOrf* 
f  e  "  F(t)dt     . 


En  général,  si  le  rapport  -y  ne  s'évanouit  pas  avec  ->  et  si  X  ne 

cesse  jamais  d'être  monodroinc  et  monogène,  le  développement  de  x 
ne  pourra  cesser  d'être  convergent  que  pour  un  module  de  t  —  t  cor- 
respondant à  une  valeur  de  /  qui  rendra  la  fonction  À'  infinie  ou  indé- 
terminée. Ainsi,  par  exemple,  le  développement  de  l'intégrale  x  de 
l'équation 


(10) 


\),x 


X 


a  étant  un  coefficient  constant,  ne  pourra  cesser  d'être  convergent 
que  pour  une  valeur  de  /  déterminée  par  la  formule 


(i0 


X 


Il  est  aisé  de  vérifier  cette  conclusion,  attendu  que  l'intégrale  de 
l'équation  (10)  est 


(12) 


{%  +  r-t-  a)e   "    —  (x  —  a), 


et  que  la  valeur  de  x  tirée  de  cette  dernière  formule  se  développe  en 
série  convergente  jusqu'au  moment  où  le  module  de  la  différence  t  —  t 
atteint  la  limite  pour  laquelle  se  vérifie  la  condition 


-U  +  T-f-a)e       —  i— i-  o. 

a    '  a 


2H  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

550. 

Calcul  intégral.   —  Sur  la  nature  des  intégrales  d'un  système 
d'équations  différentielles  du  premier  ordre. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  3;6  (19  février  i855). 

Le  second  des  théorèmes  rappelés  dans  la  précédente  séance  entraîne 
évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient,  comme  dans  les  précédents  Mémoires, 

^y   y>   *>    •  •  • 

des  inconnues  assujetties  :  \°  à  vérifier,  pour  une  valeur  variable  de  t, 
des  équations  différentielles  de  la  forme 

(,)  Dtx=,X,        DLy=r,        Bt-  =  Z, 

X,  Y,  Z,  . . .  étant  des  fonctions  données  de  t,  x,  y,  z,  . . .  ;  i°  à  prendre, 
pour  t  =  1,  les  valeurs  particulières 

(2)  oc  —  \,         y  — -ci,         z  —  X,  ...; 

et  supposons  que  les  fonctions 

X,     Y,     Z,     ... 

restent  monodromes,  monogènes  et  finies  dans  le  t^oisinage  des  valeurs 
z,  H,  Y],  '(,  •  •  •  ■>  attribuées  aux  variables  x,  y,  z,  ....  On  pourra  satis- 
faire, pour  un  module  suffisamment  petit  de  la  différence  t  —  7,  aux 
deux  conditions  énoncées,  par  des  valeurs  convenables  de  x,  y,  z,  . . .  ;  et 
ces  valeurs,  qui  représenteront  les  intégrales  des  équations  (1),  seront 
des  fonctions  monodromes,  monogènes  et  finies  de  t,  tant  que  la  diffé- 
rence t  —  7  n'atteindra  pas  une  limite  pour  laquelle  se  vérifie  l'une  des 
conditions 


(3) 

1 

x    =0' 

1 
-    =0, 

y 

1 
-     =0, 

(4) 

X=°> 

! 
y   =0, 

I 
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ou  bien  encore  une  limite  pour  laquelle  une  des  fonctions 

X,     Y,     Z,     ... 

offre  une  valeur  indéterminée  ('),  ou  cesse  d'être  une  fonction  mono- 
drome  et  mono  gène  des  variables  t,  x,  y,  z,  . . . . 

Le  théorème  I  entraîne  évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Concevons  que,  t  étant  l'affixe  d'un  point  déter- 
miné A,  on  nomme  S  une  aire  qui  de  toutes  parts  enveloppe  le  point  A,  et 
que  l'on  assujettisse  le  point  mobile  P,  dont  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire t  représente  l'affixe,  à  demeurer  compris  dans  l'aire  S.  L'aire  S 
venant  à  croître  et  à  s'étendre  de  plus  en  plus  autour  du  point  A,  les 
valeurs  de  x,  y,  z,  . . . ,  assujetties  à  vérifier  les  équations  (i)  et  les  con- 
ditions (2),  seront  des  fonctions  monodromes,  mono  gènes  et  finies  de 
l'affixe  t,  jusqu'au  moment  où  cette  ajfixe  vérifiera,  pour  un  ou  plusieurs 
points  situés  sur  le  contour  de  l'aire  S,  l'une  des  formules  (3)  ou  (4),  ou 
bien  encore  l'une  des  formules  qu'on  obtiendra  en  supposant  indéter- 
minée l'une  des  fonctions 

X,     Y,    Z,     ..., 

ou  enfin  l'une  des  formules  qui  exprimeront  que  X,  Y,  Z,  . . . ,  en  conser- 
vant des  valeurs  finies,  cessent  d'être  des  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes  de  t,  x,  y,  s,  ....  D'ailleurs,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la 
dernière  séance,  /'intégration  définie  suffira  généralement  à  la  détermi- 
nation des  divers  points  dont  il  s'agit,  et  des  valeurs  de  t  correspondantes 
à  ces  mêmes  points. 

Corollaire  I.  —  Si  les  fonctions 

A\     Y,    Z,     ... 

(')  Le  cas  où  l'une  des  fonctions  X,  Y,  Z,  ...  offre  une  valeur  indéterminée  mérite 
une  mention  spéciale,  cette  indétermination  pouvant  se  produire  pour  certaines  valeurs 
des  variables,  sans  que  la  fonction  cesse  d'être,  pour  des  valeurs  voisines,  monodrome 

.T  -r-  t 

et  monogène.  Ainsi,  par  exemple,  la  fonction reste  monodrome  et  monogène,  dans 

le  voisinage  des  valeurs  x  =  o,  t  —  0,  qui  la  rendent  indéterminée. 
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110  cessent  jamais  d'être  monodromes  et  monogènes,  les  intégrales  x, 
y,  z,  ...  des  équations  (i)  ne  pourront  cesser  de  l'être  que  pour 
des  valeurs  de  t  propres  à  rendre  ces  fonctions  indéterminées,  ou  à 
vérifier  les  formules  (3)  ou  (4).  D'ailleurs,  à  ces  valeurs  de  /  corres- 
pondront des  points  isolés  C,  C,  C",  . . . ,  complètement  déterminés  de 
position  dans  le  plan  des  affixes.  Soient  t  la  valeur  finie  de  /  relative  à 
l'un  de  ces  points,  et 

v,     y,     3,      ... 

les  valeurs  correspondantes  de  ce,  y,  z Pour  savoir  si  les  inté- 
grales x,  y,  z,  ...  des  équations  (i)  cessent  d'être  monodromes  et 
monogènes  dans  le  voisinage  de  la  valeur  t  =  t,  il  suffira  de  recourir 
à  l'intégration  par  approximation  des  équations  (i)  et  de  chercher  les 
valeurs  x,  y,  z,  ...  correspondantes  à  des  valeurs  infiniment  petites 
de  /  —  t.  On  y  parviendra  sans  peine,  si  les  valeurs  r,  1),  3,  . . .  sont 
finies,  en  observant  qu'à  des  valeurs  infiniment  petites  de  t  —  t  cor- 
respondront des  valeurs  infiniment  petites  des  différences 

x  —  t,    y  — y,     -  —  3, 

et  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs  relativement 
à  ceux  qui  seront  d'un  ordre  moindre.  Si  une  ou  plusieurs  des  quan- 
tités r,  i),  3,  ...  sont  infinies,  on  pourra  résoudre  la  question  en  sub- 
stituant aux  quantités  4 

t,      r,     x,,     3,      ••• 

des  quantités 

t,     x,    y,    z,     ... 

qui  en  soient  très  voisines  ('),  attendu  qu'alors  celles  des  quan- 
tités r,  1),  3,  ...  qui  étaient  infinies  se  trouveront  remplacées  par 


(')  On  pourrait  aussi,  comme  je  l'ai  fait  dans  plusieurs  Mémoires,  substituer  à  celles 

des  variables 

x,  y,  z,     ... 

qui  deviendront  infinies  pour  /  =  t,  les  rapports  qui  correspondront  à  ces  variables  dans 

la  suite 

1  1  1 

—,  —,  -,     .... 

x  y  z 
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des  quantités  finies,  mais  dont  les  modules  seront  très  considé- 
rables. Si,  pour  abréger,  on  pose 

(5)  t  — 1  =  6,         x  —  \  =  a,        y  —  y  =  6,         z  —  Z  —  y         ..., 

on  pourra,  dans  tous  les  cas,  substituer  aux  équations  (i)  des  équa- 
tions différentielles  entre  les  variables 

9,      a,      6,      y,      ... 

et  intégrer  par  approximation  ces  équations  différentielles  en  suppo- 
sant les  nouvelles  variables  infiniment  petites. 

Ajoutons  que,  si  quelques-unes  des  fonctions  X,  Y,  Z,  . . . ,  étant 
implicites,  cessent  d'être  monodromes  et  monogènes,  on  pourra  sou- 
vent, avec  avantage,  comme  je  l'ai  montré  en  184O,  substituer  aux 
équations  finies  qui  déterminent  ces  fonctions  implicites  de  nou- 
velles équations  différentielles. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation 
différentielle 

(6)  Dtx=y, 

y  étant  une  fonction  implicite  de  x  déterminée  par  la  formule 

(7)  H&,y)  =  o, 

dans  laquelle  ï(x,y)  désigne  une  fonction  toujours  monodrome  et 
monogène  de  x  et  de  y.  Supposons  d'ailleurs  que,  pour  t  =  t,  on 
doive  avoir  x  =  \  et,  en  vertu  de  la  formule  (7),  y  =  r\.  A  l'intégra- 
tion de  l'équation  (6)  on  pourra  substituer  avec  avantage  l'inté- 
gration simultanée  de  deux  équations  différentielles 

(8)  D^=7,        Dty  =  r, 
la  valeur  de  Fêtant 

(9)  Y— yW^7)' 

et  les  intégrales  x,  y  étant  assujetties  à  prendre,  pour  t  —  t,  les 

OEnvres  de  C.  —  S.   I,  t.  XII.  28 
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valeurs  particulières  l,  r\.  Cela  posé,  l'aire  S  venant  à  s'étendre, 
les  valeurs  de  t,  pour  lesquelles  les  intégrales  x,  y  pourront  cesser 
d'être  des  fonctions  monodromes  et  monogènes  de  i,  seront  celles 
pour  lesquelles  se  vérifiera  l'une  des  formules 

(10)  x  —  o'  7=ô'  Drf(jc,  j)  =  o, 

ou  bien  encore  la  formule 

yl)xî{x,y)  _  o 


(") 


\)yï{x,y)    '     o 


Soient  t  l'une  de  ces  valeurs  de  t,  et  t  une  autre  valeur  très  voi- 
sine. Soient  d'ailleurs  x,  y  les  valeurs  de  x  et  y  correspondantes 
à  /  =  t,  et  posons,  pour  abréger, 

(12)  t  —  t  =  9,         x  —  x  =  a,        y  —  y  =  S; 

a,  6  deviendront  infiniment  petits  en  même  temps  que  0,  et  en  vertu 
de  l'équation  (7),  si  a  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  6  sera 
un  autre  infiniment  petit  dont  l'ordre  sera  un  nombre  fractionnaire. 
Soit  [jl  cet  ordre.  Pour  que  l'intégrale  x  ne  cesse  pas  d'être  une  fonc- 
tion monodrome  et  monogène  de  /,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  de  t 
attribuée  à  /,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  a  soit  de  l'une  des 
formes 


I 

1 

n 

1, 

1  -h  - 
n 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

En  appliquant  ces  principes  au  cas  où  t\x,y)  est  une  fonction 
entière  des  deux  variables  x,  y,  on  déterminera  généralement  avec 
facilité  les  conditions  sous  lesquelles  l'intégrale  x  de  l'équation  (6) 
est  une  fonction  toujours  monodrome  et  monogène  de  la  variable  t. 

Si  l'on  suppose  en  particulier 
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F(:r)  étant  une  fonction  entière  de  ce,  on  retrouvera  les  résultats 
obtenus  par  MM.  Briot  et  Bouquet. 
Si  l'on  supposait 

P,  Q  étant  des  fonctions  entières  de  x,  alors,  pour  que  l'intégrale  x 
ne  cessât  pas  d'être  monodrome  et  monogène  avec  la  valeur  de  i  cor- 
respondante à  une  valeur  infinie  de  x,  il  serait  nécessaire  que  le 
degré  de  la  fonction  P  se  réduisît  à  l'un  des  nombres 

O,       I,      2,      3,      4, 

et  le  degré  de  la  fonction  P-—  Q  à  l'un  des  nombres 

o,     2,     3,     4,     5,     6,     8; 

alors  aussi,  pour  que  l'intégrale  x  ne  cessât  pas  d'être  monodrome  et 
monogène  dans  le  voisinage  d'une  valeur  de  t  correspondante  à  la 
dernière  des  formules  (io),  il  serait  nécessaire  que  l'équation 

P*  —  Q  —  o 

n'admît  pas  de  racines  simples. 

Nous  venons  de  voir  comment  on  peut  ou  démontrer  que  les  inté- 
grales x,  y,  z,  . . .  des  équations  (i)  sont  des  fonctions  toujours  mono- 
dromes  et  homogènes  de  la  variable  /,  ou  déterminer  les  valeurs  de  / 
pour  lesquelles  ces  intégrales  cessent  d'être  monodromes  et  mono- 
gènes. Si,  dans  le  dernier  cas,  on  cherche,  parmi  les  valeurs  trouvées 
de  /,  celle  qui  fournit  le  plus  petit  module  de  t  —  t,  celui-ci  sera  la 
limite  au-dessous  de  laquelle  il  suffira  d'abaisser  le  module  de  la  dif- 
férence t  —  t  pour  obtenir  des  valeurs  de  x,  y,  z,  . . . ,  développables 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de 
cette  différence. 

Nous  remarquerons,  en  finissant,  que  les  fonctions  monodromes 
et  monogènes  sont  précisément  celles  auxquelles  s'appliquent  les 
divers  théorèmes  que  nous  avons  insérés  dans  le  Tome  XXXII  des 
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Comptes  rendus  (année  i85i,  Ier  semestre),  spécialement  le  théorème 
énoncé  à  la  page  212  (')  et  ceux  qui  s'en  déduisent. 


551. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  la  distinction  et  la  représentation 
des  fonctions  continues  et  discontinues. 

C.  R.,  T.  XL.  p.  382  (19  février  i855). 

Un  moyen  efficace  d'accélérer  les  progrès  des  Sciences  mathéma- 
tiques est  de  perfectionner  les  notations.  Il  importe  surtout  que  ces 
notations  soient  claires,  précises,  et  n'exposent  jamais  le  lecteur  à 
confondre  entre  elles  des  quantités  ou  des  fonctions  complètement 
distinctes.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  j'ai  cru  devoir,  dans  mon 
Analyse  algébrique,  publiée  en  1821,  restreindre  le  sens  des  nota- 
tions dont  on  se  servait  pour  exprimer  les  logarithmes  réels  ou  ima- 
ginaires, des  puissances  fractionnaires  ou  irrationnelles,  et  les  arcs 
correspondants  à  des  lignes  trigonométriques  données.  Le  parti  que 
j'ai  pris  alors  d'appliquer  chacune  de  ces  notations  à  une  seule  fonc- 
tion dont  la  valeur  dépendait  uniquement  de  la  valeur  attribuée  à  la 
variable  a  été  généralement  adopté  par  les  géomètres.  J'ai  moi-même 
constamment  suivi  cette  règle  depuis  1821.  Seulement,  dans  mes  der- 
niers Ouvrages  et  Mémoires,  j'ai,  avec  M.  Bjœrling,  étendu  l'usage  de 
chaque  notation  au  cas  même  où  la  partie  réelle  de  la  variable  dont 
un<>  fonction  dépend  est  une  quantité  négative. 

Toutefois,  il  importe  de  le  remarquer,  entre  les  propriétés  dont 
jouissent  les  diverses  fonctions  habituellement  employées  en  Analyse, 
l'une  des  plus  saillantes  est  la  continuité,  telle  que  je  l'ai  définie  dans 
l'Ouvrage  cité,  en  nommant  fonctions  continues  celles  qui  acquièrent 
des  accroissements  infiniment  petits  pour  des  accroissements  infini- 

(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  1.  T.  XI,  p.  3n. 
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ment  petits  des  variables  dont  elles  dépendent;  et,  pour  ce  motif,  il 
semblerait  utile,  suivant  une  observation  judicieuse  de  M.  Hermite, 
d'appliquer  les  notations  usitées,  non  plus  à  des  fonctions  qui,  uni- 
quement dépendantes  de  la  valeur  attribuée  à  une  variable,  deviennent 
discontinues  quand  cette  variable  dépasse  certaines  limites,  mais  à 
des  fonctions  assujetties  à  varier  avec  elle  par  degrés  insensibles, 
par  conséquent  à  des  fonctions  qui  ne  cesseraient  jamais  d'être  con- 
tinues. 

J'ai  cherché  à  réunir  les  avantages  que  présentent  l'une  et  l'autre 
méthode,  et  j'ai  reconnu  qu'on  pouvait  y  parvenir  à  l'aide  d'un  pro- 
cédé très  simple.  Ce  procédé,  qui  multiplie  les  ressources  de  l'Ana- 
lyse, consiste  a  introduire  simultanément  dans  le  calcul  deux  espèces 
de  fonctions,  les  unes  toujours  continues,  les  autres  continues  seu- 
lement entre  certaines  limites,  mais  uniquement  dépendantes  des 
valeurs  attribuées  aux  variables.  Je  me  sers,  pour  exprimer  ces  der- 
nières fonctions,  des  notations  usuelles;  quant  aux  fonctions  qui 
deviennent  toujours  continues,  je  les  distingue  à  l'aide  d'un  trait 
horizontal,  qu'il  est  naturel  de  prendre  pour  signe  de  cette  conti- 
nuité, et  que  je  superpose  aux  notations  dont  il  s'agit. 

Ainsi,  en  particulier,  r  étant  le  module  et p  l'argument  principal 
d'une  variable  imaginaire 

celui  des  logarithmes  népériens  de  z,  dans  lequel  le  coefficient  de  i 
est  renfermé  entre  les.  limites  —  ir,  •+-  ir,  sera,  suivant  l'usage,  repré- 
senté simplement  par  la  notation  \s,  en  sorte  qu'on  aura 

lz  =  lr  +  ip; 

mais,  en  superposant  un  trait  horizontal  à  la  lettre  caractéristique  I, 
nous  représenterons  par  la  notation 

un  logarithme  népérien  de  la  variable  z,  assujetti  à  varier  avec  elle 
par  degrés  insensibles.  D'ailleurs,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  com- 


■1-22  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

parer  entre  eux  des  logarithmes  de  l'une  et  l'autre  espèce,  comme 
nous  allons  le  faire  voir  en  peu  de  mots. 

Soit  Z  une  fonction  toujours  monodrome,  monogène  et  finie  de  la 
variable  z;  soit  encore  l  une  valeur  particulière  attribuée  à  z.  Conce- 
vons d'ailleurs  que,  dans  un  plan  donné,  '(  soit  l'affixe  d'un  point 
déterminé  A,  z  l'affixe  d'un  point  mobile  P,  et  que  le  point  P  soit 
assujetti  à  se  mouvoir,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  sur  le 
contour  d'une  certaine  aire  S.  Nommons  s  l'arc  AP  mesuré  sur  ce  con- 
tour à  partir  du  point  A,  et  faisons 

(i)  Z  =  X+Y\, 

X,  Y  étant  réels.  Enfin,  supposons  que  Z  ne  s'évanouisse  en  aucun 
des  points  situés  sur  le  contour  de  l'aire  S,  et  que,  pour  z  =  £,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  pour  s  =  o,  on  ait  précisément 

(2)  ~\Z  —  \Z. 

s  venant  à  croître,  X,  F  varieront  avec  s  par  degrés  insensibles,  et  \Z 
ne  pourra  cesser  d'être  fonction  continue  de  s  qu'à  un  instant  où, 
X  étant  négatif,  Y  passera  d'une  valeur  négative  à  une  valeur  posi- 
tive, ou  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  négative.  Or,  à  un  tel 
instant,  la  fonction  \Z,  devenue  discontinue,  passera  brusquement 
de  la  valeur  —  -ûi  à  la  valeur  -i,  ou  de  la  valeur  -ni  à  la  valeur  —  -rci  ; 
<it  par  suite,  pour  qu'elle  redevienne  continue,  on  devra  lui  ajouter 
dans  le  premier  cas  —  2-rci,  dans  le  second  cas  2-rri.  Cela  posé,  con- 
cevons que,  pour  une  valeur  de  s  propre  à  vérifier  la  condition 

(3)  Y  =  o, 

on  nomme  indice  de  la  fonction 

Y 

une  quantité  qui  se  réduise  à  zéro  quand  ce  rapport,  en  passant  par 
l'infini,  ne  change  pas  de  signe,  et  à  -h  i  ou  à  —  i  lorsque  dans  ce 
passage  il  change  de  signe,  savoir  à  -+- 1  quand  il  passe  du  négatif 
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au  positif,  et  à  —  i  dans  le  cas  contraire.  Il  est  clair  qu'à  partir  du 
moment  où,  pour  la  première  fois,  la  valeur  de  s  vérifiera  l'équa- 
tion (3)  avec  la  condition 

(4)  AT<o, 

la  formule  (2)  devra  être  remplacée  par  la  suivante 

(5)  ÏZ=lZ+27rki, 

k  étant  l'indice  correspondant  à  cette  valeur  de  s.  Par  suite  aussi, 
lorsque  le  point  mobile  P  aura  décrit,  avec  un  mouvement  de  rota- 
tion direct,  une  portion  quelconque  du  contour  c  de  l'aire  S,  on  aura 

(6)  ÏZ=lZ-i-27:Ki, 

K  désignant  la  somme  des  indices  de  la  fonction  -p  correspondants 

aux  diverses  valeurs  de  s  qui  vérifieront  l'équation  (3)  avec  la  con- 
dition (4).  Enfin,  si  l'on  désigne  par  la  notation  [S]  la  valeur  qu'ac- 
quiert cette  somme  à  l'instant  où  le  point  P  revient  à  sa  position  ini- 
tiale A  après  avoir  décrit  le  contour  entier  c  de  l'aire  S,  on  aura  en  cet 
instant,  c'est-à-dire  pour  s  —  c, 

(7)  ÏZ=IZ+27r[S]i. 

Par  conséquent,  le  produit  2u[S]i  représentera  l'accroissement  que 
prendra  la  fonction  ÏZ,  tandis  que  l'arc  s  passera  d'une  valeur  nulle 
à  la  valeur  c.  Pareillement,  si  l'on  désigne  par  la  notation  (S)  la 

somme  des  indices  de  la  fonction  -p  correspondants  aux  diverses 

valeurs  de  s  qui,  étant  égales  ou  inférieures  à  c,  vérifieront  l'équa- 
tion (3)  avec  la  condition 

(8)  X>o, 

le  produit  2-(S)i  représentera  l'accroissement  que  prendra  la  fonc- 
tion 1(—  Z),  tandis  que  l'arc  s  passera  d'une  valeur  nulle  à  la  valeur  c; 
et  par  suite,  si  l'on  suppose  que,  pour  s  =  o,  on  ait  précisément 

(9)  Ï(-Z)  =  -1(-Z), 
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on  aura,  pour  s  =  c, 


(10) 


T(-Z)  =  l(— Z)  +  27c(S)i, 


la  valeur  de  1(—  Z)  étant  la  même  dans  les  formules  (9)  et  (10).  Par 
suite  aussi  l'accroissement  que  prendra  la  différence 

ï(—  Z)  —  \Z, 

quand  S  passera  d'une  valeur  nulle  à  la  valeur  c,  sera  le  produit  de 

2-i  par  la  différence 

(S)-[S]. 

Mais,  de  ces  deux  différences,  la  première  évidemment  devra  se 
réduire  à  l'accroissement  que  prendra 

ï(-0, 

quand  le  point  mobile  P  aura  décrit  le  contour  entier  de  l'aire  S, 
c'est-à-dire  à  zéro,  puisque  1(—  1)  sera  indépendant  de  s.  Donc  la 
seconde  différence  devra  elle-même  s'évanouir,  et  l'on  aura 


(») 


[S]  =  (s; 


Ainsi,  tandis  que  l'arc  s  passe  d'une  valeur  nulle  à  la  valeur  c,  la 

somme  des  indices  de  la  fonction  -=?  correspondants  à  des  valeurs 

négatives  de  Z  coïncide  avec  la  somme  des  indices  correspondants  à 
des  valeurs  positives  de  À";  chacune  de  ces  deux  sommes  est  donc 

la  moitié  de  la  somme  totale  des  indices  de  la  fonction  y,  ou,  en 

d'autres  termes,  la  moitié  de  son  indice  intégral. 

Lorsqu'en  considérant  non  plus  des  logarithmes,  mais  des  puis- 
sances fractionnaires  ou  irrationnelles,  ou  des  arcs  de  cercle  corres- 
pondants à  des  lignes  trigonométriques  données,  nous  assujettirons 
ces  diverses  fonctions  à  la  loi  de  continuité,  nous  indiquerons  encore 
cette  circonstance  à  l'aide  d'un  trait  horizontal  superposé  à  ces  fonc- 
tions, en  écrivant  par  exemple  : 


arc  lange,     arc  sine, 
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D'ailleurs  la  comparaison  de  ces  fonctions  à  celles  qu'indiquent  les 
notations  usuelles  fournira  encore  des  équations  analogues  aux  for- 
mules (5),  (6),  (7)  et  (10). 

Dans  un  autre  article,  nous  montrerons  avec  quelle  facilité  on 
déduit  de  ces  formules  le  théorème  sur  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires d'une  équation  propres  à  représenter  les  aflixes  de  points 
enveloppés  par  un  contour  donné,  et  d'autres  propositions  qui  méri- 
tent d'être  remarquées. 


552. 

Calcul  infinitésimal.  —  Sur  les  rapports  différentiels  des  quantités 
géométriques ,  et  sur  les  intégrales  synectiques  des  équations 
différentielles. 

C.  R.,  T.  XL.  p.  445  (26  février  r855). 

§  I.  —  /{apports  différentiels  des  quantités  géométriques, 

Soient  x,  y  deux  quantités  géométriques,  et  c,  rt  deux  valeurs 
qu'acquièrent  simultanément  ces  mêmes  quantités.  La  valeur  cor- 
respondante du  rapport  différentiel 

v\.r 

ne  sera  autre  chose  que  la  limite  vers  laquelle  convergera  le  rapport 
aux  différences  finies 

(2)  ^— r 

tandis  que  le  module  de  la  différence  x  —  £  décroîtra  indéfiniment. 
D'ailleurs  cette  limite,  qui  dépendra  généralement  de  la  valeur  \ 
attribuée  à  x,  dépendra,  en  outre,  si  y  n'est  pas  une  fonction  mono- 
gène de  x,  de  l'argument  de  la  différence  x  —  l,  ou,  en  d'autres 
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ternies,  de  la  direction  qu'aura  la  droite  menée  du  point  dont  ç  est 
Fafïixe,  au  point  mobile  dont  l'affixe  est  représentée  par  la  lettres. 
Si   les  variables  x,  y   sont   des  fonctions  données  d'une  autre 
variable  t,  on  pourra  dire  encore  que  le  rapport  différentiel 


(3) 


(]y D/V 


est  la  limite  vers  laquelle  converge  le  rapport  aux  différences  finies 


tandis  que  /  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  t  pour  laquelle  on 
a  Jt'  =  %,  y  =  r\.  D'ailleurs,  si  l'on  nomme  p  le  module  et  cr  l'argu- 
ment de  la  différence  t  —  t,  en  sorte  qu'on  ait 


t  —  r  =  ù, 


la  limite  dont  il  s'agit  pourra  dépendre  de  l'argument  rz. 
Si,  t  étant  nul  ou  même  infini,  on  pose  simplement 


la  valeur  commune  des  deux  rapports 


\\y 


correspondante  a  la  valeur  z  de  t,  dépendra  encore  généralement  île 
l'argument  ct  de  la  variable  /,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'argu- 
ment —  u  de 


7=P— 


Si  £,  y]  s'évanouissent,  la  valeur  de 

<\y       \)t  y 
d.r      Jbtx 

eorresj)ondante  \\i  =  z,  ne  sera  autre  ebose  que  la  limite  vers  laquelle 
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convergera  le  rapport 

^  '  X 

tandis  que  /  s'approchera  indéfiniment  de  t. 

Pour  faire  mieux  saisir  ce  qui  précède,  supposons 

(5)  .r  =  cos£,        /  =  sin£; 

la  valeur  du  rapport 

y                                   g1  '  —  c~ t  ' 
-  =  tanir/  =—  i  — v- v-> 


correspondante  à  une  valeur  infinie  de  /,  sera  —  i  ou  i,  suivant  que 
le  coefficient  de  i  dans  t  sera  négatif  ou  positif,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  suivant  que  sinr*  sera  négatif  ou  positif;  et  il  est  facile  de 

s'assurer  que  la  valeur  de  -r-»   correspondante  à  £  =  ->   sera  elle- 
1  du-  l  o 

même  égale  à   —  i  dans  le  premier  cas,  à  i  dans  le  second. 
Si  l'on  posait 

(6)  x  =  cost'",        y  =  s\nt'", 

m  étant  un  nombre  entier,  alors,  pour  t=-,  la  valeur  commune  des 

1  o 

deux  rapports 

X  (ÏX 

passerait  'im  fois  de  la  valeur  —  i  à  la  valeur  i,  ou  réciproquement, 
tandis  que  l'on  ferait  varier  l'argument  u>  entre  les  limites  —  -,  -h  tï. 
Les  rapports  (i)  ou  (3),  et  (2)  ou  (4)  ayant  la  même  valeur  pour 
/  =  t,  leur  valeur  commune  pourra  se  déduire  de  la  considération  do 
l'un  quelconque  de  ces  deux  rapports.  Cette  remarque  peut  quelque- 
fois être  utile.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  variables  .r,  y 
soient  assujetties  à  vérifier  les  équations  différentielles 

(7)  \)ty  —  x,  \)lx  —  —  y, 

et  que  l'on  demande  la  valeur  du  rapport  —  pour  une  valeur  infinie 
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de  la  variable  indépendante  /.  En  nommant  0  cette  valeur,  on  aura, 


i 
pour  t  =  -) 
1  o 


et  par  suite  les  formules  (7 '),  desquelles  on  lire 


donneront 


D(.r  _    __  x 
Dtx           y 

1 

r 

S*=     -1, 

Donc  le  rapport  —  offrira,  pour  /  =  ->  deux  valeurs  distinctes  —  i, 


—  offrira,  pour  /  =  - 

X       .  o 

i,  ce  qui  est  exact. 


i<  IL  —   Intégrales  synectiques  d'équations  différentielles. 

J'appelle  syneclique  une  fonction  qui,  pour  une  valeur  finie  de  la 
variable  dont  elle  dépend,  est  toujours,  non  seulement  monodrome  el 
monogène,  mais  encore  finie.  Les  fonctions  entières  d'une  variable 
indépendante  /,  et  celles  qui  se  développent,  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  /,  en  séries  toujours  convergentes,  par 
exemple 

el,     cosï,     sin/, 

sont  des  fonctions  synectiques  de  /. 

Étant  donné,  entre  la  variable  indépendante  /  et  plusieurs  incon- 
nues x,  y,  z,  ...,  un  système  d'équations  différentielles,  on  pourra 
souvent,  à  l'aide  des  principes  exposés  dans  les  séances  précédentes, 
s'assurer  que  leurs  intégrales  sont  des  fonctions  synectiques  de  /. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  x  cl  y  soient  assujetties  à 
vérifier  les  deux  équations 

Dtx=y,         Vly=—x, 

Les  seules  valeurs  de  /  pour  lesquelles  x,  y  pourront  cesser  d'être 
monodromes  el  monogènes  seront  celles  qui  correspondront  à  des 
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valeurs  infinies  de  x  ou  de  y.  D'ailleurs,  à  une  valeur  finie  de  l'une 
des  variables  x,  y  répondra,  en  vertu  des  formules  (i),  une  valeur 
finie  de  l'autre.  Donc  elles  deviendront  simultanément  infinies,  et 
ne  pourront  cesser  d'être  monodromes  et  monogènes  que  pour  une 
valeur  t  de  /,  qui  rendra  x  et  y  infinies.  D'ailleurs,  si  l'on  nomme  0 
la  valeur  qu'acquerra  le  rapport  2-,  pour  des  valeurs  infinies  de  x  et 

de  y,  on  trouvera  (voirie  §  I)  0— ±i,  et  l'on  aura  sensiblement, 
pour  de  très  grands  modules  de  x  et  de  v, 

X 

Donc  pour  une  valeur  de  t  voisine  de  t,  la  première  des  équa- 
tions (i),  que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit, 


donnera  sensiblement 


et 


par  conséquent 


â(=  -  d  \x 

y 


<\l  —  -  d  la*, 


I       X 

t=—  J  [-■ 

a     o 


I    ,  X  I 

t  —  t  ■+■  yr  1  -  =  - 

rl      O  o 


Donc  la  valeur  t  de  t  correspondante  à  des  valeurs  infinies  de  x  et 
de  y  sera  elle-même  infinie,  et,  pour  des  valeurs  finies  de  t,  les  inté- 
grales x,  y  des  équations  (i)  seront  toujours,  non  seulement  mono- 
dromes et  monogènes,  mais  encore  finies;  en  d'autres  termes,  ces 
intégrales  seront  des  fonctions  synectiques  de  /.  dette  conclusion  est 
d'ailleurs  facile  à  vérifier,  puisque,  en  intégrant  les  équations  (i), 

on  trouve 

x  =  rcos(t  —  t),        y  =  sin(/  —  i), 

r,  -  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Lorsqu'une  fonction  s  de  /  est  toujours  monodrome  et  monogène. 
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on  peut  en  dire  autant  du  rapport 

et  même  de  la  dérivée 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  cette  dérivée  se  décompose 
en  deux  parties  u  et  e,  toujours  monodromes  et  monogènes,  on  pourra 
satisfaire  à  l'équation 

(•2)  Dfïs  =  «-+-<>, 

en  posant 

(3)  .  =  £ 

(4)  D;'lj  =  ",         D?û  =  r, 

et  alors  x,  y  seront  encore  monodromes  et  monogènes.  Il  y  a  plus  : 
x,  y  seront  toujours  finies,  pour  des  valeurs  finies  de  t,  et  se  rédui- 
ront en  conséquence  à  des  fonctions  synectiques  de  /,  si  les  fonc- 
tions u,  v  restent  finies,  la  première  quand  on  pose  z  =  ->  la  seconde 

quand  on  pose  z  —  o.  Ce  principe  fécond  s'applique  avec  avantage  à 
la  discussion  des  intégrales  des  équations  différentielles.  Il  met  en 
évidence  leurs  diverses  propriétés,  et  conduit,  avec  une  grande  faci- 
lité, à  la  représentation,  sous  forme  fractionnaire,  des  fonctions  cir- 
culaires, elliptiques  et  abéliennes.  Pour  donner  une  idée  de  ces  appli- 
cations, je  me  bornerai  à  deux  exemples. 
Considérons  d'abord  la  fonction  circulaire 

(5)  s  =  tang(*-T). 

Elle  se  confond  avec  l'intégrale  z  de  l'équation  différentielle 

(6)  D/S  =  n-S', 

cette  intégrale  étant  assujettie  à  s'évanouir  avec  la  différence  /  —  ~. 
D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  ((>),  z  sera  une  fonction  toujours 
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monodrome  et  homogène  de  i,  sans  être  synectique,  puisqu'h  une 
valeur  infinie  de  z  correspondra  une  valeur  finie  de  /.  Mais  pour  satis- 
faire à  l'équation  (6),  présentée  sous  la  forme 


(7)  lh~\:.  =  -_ 


il  suffira  de  poser 

> 


(3) 


X 


(8)  \)l\y=y  \)t].r  =  -z; 

et  alors  x, y  seront  certainement  synectiques,  puisqu'ils  seront,  non 
seulement  monodromes  et  monogènes,  mais  toujours  finis  pour  des 

valeurs  finies  de  t,  y  ne  cessant  pas  de  l'être  pour  s  =  ->  ni  x  pour 

:■  =  o.  On  arriverait  encore  à  cette  conclusion  en  observant  que  les 
équations  (8),  eu  égard  à  la  formule  (3),  coïncident  avec  les  équa- 
tions (i). 

Considérons  en  second  lieu  l'intégrale  z  de  l'équation  différen- 
tielle 

(9)  Dtz  =  Z, 
la  valeur  de  Z  étant  de  la  forme 


(io)  Z—h{\  —  azf-{\  —  bz)V-'  (i-cs)V-" ..., 

les  lettres  a,  b,  c,  ...,  h  désignant  d'ailleurs  des  paramètres  quel- 
conques réels  ou  imaginaires,  et  a,  ut.',  u." ,  ...  étant  des  fractions 
réduites  à  leurs  plus  simples  expressions.  Supposons  que  c  doive  se 
réduire  à  Ç  pour  /  =  z.  Nommons  m  le  nombre  des  exposants  u.,  u.', 
[x" ,  ...,  que  nous  supposerons  rangés  dans  leur  ordre  de  grandeur, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  de  facteurs  variables  de  Z, 
dont  chacun  est  réduit  par  le  trait  superposé  à  une  fonction  continue 
de  s;  et  faisons,  pour  abréger, 

(il)  [J.  +  u.'-h[x"-h.  .  .=  v. 


1 

i 

I 

et 

i  4-  - 

II 

11 
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Pour  que  l'intégrale  s  de  l'équation  (9)  soit  une  fonction  toujours  mo- 
nodrome  et  monogène  de  /,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  (page  218) 
que  chacun  des  nombres 

fi,       fi',       fi",       p.'",        ...,       V 

soil  <le  l'une  îles  deux  formes 

(.2) 

11  étant  un  nombre  entier;  donc  alors,  si  l'on  n'a  pas  v  =  o,  ce  qui 
réduirait  Z  à  h  et  l'intégrale  z  à  la  fonction  symétrique  '(  +  h(t  —  t), 
chacun  des  nombres 

fi,       fi',       fi",       fi'",        ...,       V 

sera  un  des  termes  de  la  suite 

■      1        2       3       4       5  7       G       5       4       3 

2        3        4        0        0  .654        3        2 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  on  aura  nécessairement 

(l4)  —  <V<2, 

le  signe  <<  étant  censé  comprendre  le  cas  d'égalité.  En  conséquence, 
-  ne  pouvant  surpasser  2,  m  sera  l'un  des  nombres  1,  2,  3,  4;  cl, 


.   m  . 

si  —  =  2,  on  aura  nécessairement 
2 

(l5)  V  =  2,  fi.'=fi"=fi'"=a,vr=  -• 

En  outre,  le  plus  petit  entre  plusieurs  nombres  ne  pouvant  jamais 
surpasser  leur  moyenne  arithmétique,  on  aura,  dans  tous  les  cas, 

V  2 

f6  fJl<_<_ 

m        ni 

cl,  en  particulier,  pour/rc  =  3, 

(17)  V--OU2,  fi<^,  fi'<^=Lif,  fi"zr-v-fi-fi', 
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le  signe  <  comprenant  toujours  le  cas  d'égalité.  Par  suite,  si  m  =  3, 
les  valeurs  de  v,  u,  pt.',  \x"  seront  celles  que  présente  l'une  des  lignes 
horizontales  du  Tableau  suivant  : 


08) 


3 

1 

i 

i 

2 

2 

2 

2 

2 

I 
2 

I 
2 

I 

I 

2 

5 

2 

2 

3 

6 

I 

3 

3 

2 

2 

4 

4 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

Si  maintenant  on  suppose  jx  =  2,  la  formule  (i4)  donnera  v>  i; 
donc  v  sera  de  la  forme  i  -i — >  n  pouvant  être  infini,  et  2  —  v  sera  de 

mi  1 


la  forme  1 Donc  alors,  en  posant  v'  =  2  —  v,  on  réduira  l'équa- 
tion 

(19)  fi'+fi"=V 

à  la  forme 

(20)  fi'+p."-(-  v'=  2, 

a',  [/.",  v'  étant  trois  termes  de  la  série  (i3).  Donc,  si  l'on  n'a  pas 
v  =  2,  et  par  suite  v'  =  o,  les  nombres  a,  u/  propres  a  vérifier  l'équa- 
tion (19)  seront  deux  quelconques  des  termes  compris  dans  l'une  des 
quatre  dernières  lignes  horizontales  du  Tableau  (18).  Si  l'on  suppo- 
sait v  =  2,  la  formule  (16)  donnerait  u.<<  1,  et  u.,  |x'  se  réduiraient  ;t 
deux  nombres  de  la  forme 


1  -+- 


n  pouvant  être  infini. 

Enfin,  si  l'on  supposait  n  =  i,  [/. 
des  termes  de  la  série  (i3). 
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v  pourrait  être  l'un  quelconque 


3o 
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Ainsi,  dans  tous  les  cas,  à  l'aide  des  seules  formules  (i4).  ('6), 
(17),  (20),  on  peut  déterminer  immédiatement,  avec  la  plus  grande 
facilité,  les  divers  systèmes  de  valeurs  de  (x,  jx',  ;jl",  . . .  pour  lesquelles 
l'intégrale  z  de  l'équation  (9)  est  une  fonction  toujours  monodrome 
et  monogène  de  la  variable  /,  et  retrouver,  de  cette  manière,  les 
résultats  obtenus  par  MM.  Briot  et  Bouquet.  D'ailleurs,  en  adoptant 
l'un  quelconque  de  ces  systèmes  et  en  désignant  par  n  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  v  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  on  tirera  de 
la  formule  (9) 

(2i)  D?U  =  D*-*f- 

D'autre  part,  chacune  des  fonctions  [x,  (//,  pi",  . ..  ayant  pour  dénomi- 

z 

nateur  un  diviseur  de  n,  la  valeur  de  D"  '  ->  tirée  des  formules  (9) 

et  (10),  se  réduira  évidemment  à  une  fonction  entière  de  s  et  de  -• 

Donc  l'équation  (21)  sera  de  la  même  forme  que  l'équation  (2),  et 
l'intégrale  z  de  l'équation  (9)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

„_  y 
"  —  —  > 

X 

y  et  x  étant  deux  fonctions  synectiques  de  /,  déterminées  par  deux 
équations  semblables  aux  formules  (4). 
Si  l'on  suppose,  en  particulier, 


(22)  Z  =  (i-^)**0*-A:»«»)«, 

k  désignant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  on  aura 

■o  2  Z  "*>  -*> 

par  suite,  l'équation  (21)  sera  réduite  à  la  formule 

(23)  î)lU=—-i-i-kizi, 
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et  les  équations  (4)  aux  deux  formules 

(24)  d?Ï7=-^,        DM^  =  -A2=2, 

en  vertu  desquelles  y,  x  seront  deux  fonctions  synectiques  de  t,  dont 
le  rapport  représentera  l'intégrale  z  de  l'équation  (9).  Si  d'ailleurs  z 
s'évanouit  avec  t,  cette  intégrale  sera  la  fonction  elliptique  sinam/, 
dont  l'une  des  plus  belles  propriétés  est  celle  que  nous  venons 
d'énoncer,  et  que  manifestent  les  formules  (24). 

La  conclusion  à  laquelle  nous  sommes  parvenu  pour  l'intégrale  de 
l'équation  (9)  est  précisément  celle  à  laquelle  M.  Weierstrass  est 
arrivé,  non  seulement  pour  les  fonctions  elliptiques,  mais  aussi  pour 
les  fonctions  abéliennes,  dans  un  Mémoire  que  renferme  le  Tome  XIX 
du  Journal  de  M.  Liouville.  Dans  ce  beau  travail,  l'Auteur,  rappelant 
deux  autres  Mémoires  composés  par  lui  sur  le  même  sujet,  en  1840 
et  1847,  énonce  le  principe  général  sur  lequel  s'appuie  la  décomposi- 
tion de  l'équation  (3)  en  deux  autres  de  la  forme  (4),  puis  il  indique 
la  marche  qu'il  a  suivie  pour  obtenir,  sous  forme  fractionnaire,  les 
fonctions  abéliennes.  II  ajoute  que  sa  méthode,  appliquée  aux  fonc- 
tions elliptiques,  réduit  sinam/  à  la  forme  —■>  y  et  x  étant  détermi- 
nés par  les  formules 


#*  ..„.  ,„j2 


(25)  D;Mr  =  +-,  V*\œ  =  -k  c 

Autant  que  j'en  puis  juger,  d'après  les  indications  que  donne 
M.  Weierstrass,  la  principale  différence  entre  sa  méthode  et  celle 
que  je  viens  d'exposer  consiste  en  ce  que,  dans  l'une  et  dans  l'autre, 
on  arrive,  par  des  considérations  différentes,  à  prouver  que  les  inté- 
grales/, x  des  équations  (23)  ou  (aj)  sont  des  fonctions  synectiques 
de  la  variable  t. 
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553. 

Calcul  intégral.    —  Sur  la  recherche  des  intégrales  monodromes 
et  monogênes  d'un  système  d'équations  différentielles. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  5 1 1  (5  mars  i855). 

Soient  x,  y,  z,  ...  des  inconnues  assujetties  :  i°  à  vérifier,  pour 
une  valeur  variable  de  t,  les  équations  différentielles 


(■) 


vtx=\,      \hy=r,      ï)tz  =  z, 


X,  Y,  Z,  . . .  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  . . .  ;  2°  à  prendre, 
pour  une  valeur  particulière  t  de  /,  les  valeurs  correspondantes 
\,  y],  'C,  ....  Soit  encore  t  une  valeur  finie  de  /,  pour  laquelle  se 
vérifie  l'une  des  conditions 


1 

-     =0, 
X 

i 

-    =o, 

y 

1 

-     —O, 

i 

] 

(2) 

(3) 


ou  pour  laquelle  une  des  fonctions  X,  Y,  Z,  ...  cesse  d'être  mono- 
drome  et  monogène.  Il  y  aura  lieu  de  rechercher  si  les  intégrales 
x,  y,  z,  . . .  des  équations  (r)  ne  cessent  pas  elles-mêmes  d'être 
monodromes  et  monogènes  dans  le  voisinage  de  la  valeur  t  de  la 
variable  t,  et  un  moyen  de  résoudre  cette  question  sera  d'intégrer 
par  approximation  les  équations  (i).  J'ajoute  que,  dans  beaucoup  de 
cas,  on  pourra  se  dispenser  de  recourir  h  cette  intégration,  et  par- 
venir à  la  solution  cherchée  en  s'appuyant  sur  les  considérations  sui- 
vantes. 
Nommons 

r,     o,     3,      ... 

les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z,  ...  correspondantes  à  la  valeur  t 
de  t,  et  supposons  d'abord  que  ces  valeurs  soient  des  quantités  finies. 
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Pour  savoir  si,  clans  le  voisinage  de  la  valeur  t  attribuée  à  /,  les  inté- 
grales x,  y,  s,  ...  des  équations  (i)  cessent  ou  ne  cessent  pas  d'être 
monodromes  et  monogènes,  il  faudra  comparer  à  la  différence  /  —  t 
les  différences  correspondantes 

x  —  t,    y  — y,    -3  —  3,     ..., 

qui  devront  être  en  même  temps  qu'elles  infiniment  petites,  et  cher- 
cher d'abord  de  quels  ordres  seront  ces  dernières  quand  on  considé- 
rera /  —  t  comme  un  infiniment  petit  du  même  ordre.  Or,  ces  diffé- 
rences étant  généralement  des  mêmes  ordres  que  les  produits 

(t-t)l)tx,      (t-t)l)ty,     (t-t)Dts,      ..., 

on  pourra,  dans  la  recherche  de  ces  ordres,  substituer  habituellement 
aux  équations  (i)  les  formules 

(4)  ^-r=-r,       £z±^r,      z-^=z,       .... 

t—\  t—\  t—t       ' 

Concevons  qu'en  opérant  ainsi  on  trouve  les  ordres  des  différences 

x—t,    y —  y,     z  —  j,     ... 
respectivement  égaux  à 

1,      p,      V,       

Les  intégrales  x,  y,  z,  ...  ne  pourront  rester  monodromes  et  mono- 
gènes,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  t  de  /  pour  laquelle  on  aura 
x  =  r,  y  =  n,  z  =  3,  ...  que,  dans  le  cas  où  les  nombres  A,  u,  v,  ... 
seront  tous  positifs.  Supposons  cette  condition  remplie,  et  posons 


(5)  X  —  ï  =  u(t  —  t)A,  y  —  1)  =  v(t  —  \)V-,  z  —  3  :=  i\\t  —  t  )',  .... 

La  substitution  des  inconnues  u,  v,  w,  . . .  aux  inconnues  x,  y,  z,  . . . 
transformera  les  équations  (1)  en  d'autres  équations  de  la  forme 

(6)  \)tu=U,        IV'^F,        IVr=tr,      '  ..., 

U,  V,  W,  . . .  étant  des  fonctions  de  /,  u,  v,  w, Si,  pour  la  valeur  t 
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de  /  jointe  aux  valeurs  correspondantes  de  u,  v,  w,  . . . ,  les  fonctions 
U,  V,  W,  ...  acquièrent  des  valeurs  finies  qui  ne  soient  pas  nulles, 
elles  resteront  pour  l'ordinaire  monodromes  et  monogènes  dans  le 
voisinage  de  ces  valeurs,  et  alors  les  intégrales  u,  v,  w,  . . .  des  équa- 
tions (6)  seront  elles-mêmes,  pour  des  valeurs  de  t  voisines  de  t,  des 
fonctions  monodromes  et  monogènes  de  t;  alors  aussi,  en  vertu  des 
formules  (5),  les  intégrales  x,  y,  z,  ...  des  équations  (i)  seront,  pour 
des  valeurs  de  /  voisines  de  t,  des  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes de  t,  si  les  ordres 

).,       \1,       V,         ... 

se  réduisent  à  des  nombres  entiers  :  elles  cesseront  d'être  mono- 
dromes et  monogènes  dans  le  sens  contraire. 

Si  à  la  valeur  t  de  t  correspond  non  plus  une  valeur  finie,  mais  une 
valeur  infinie  de  l'une  des  intégrales  x,  y,  z,  . . .  de  l'intégrale  x  par 
exemple,  alors,  dans  les  calculs  précédents,  la  différence  x  —  r  devra 

être  remplacée  parle  rapport  — »  qui  deviendra  infiniment  petit  avec 

la  différence  t  —  t.  D'ailleurs,  si  l'on  considère  cette  différence  comme 

infiniment  petite  du  premier  ordre,  l'ordre  de  -  sera  généralement 

l'ordre  du  produit 

{t-t)-JL-=-{t-t)Dt-, 

et  l'on  pourra,  dans  la  recherche  de  cet  ordre,  substituer  habituelle- 
ment à  la  première  des  équations  (i)  la  formule 

(7)  -2-=AT. 

w'  t  —  t 

Concevons  qu'en  opérant  ainsi  on  trouve  l'ordre  de  -  égal  à  A.  L'inté- 
grale x  ne  pourra  rester  monodrome  et  monogène  dans  le  voisinage 
de  la  valeur  t  de  t  pour  laquelle  on  aura  x  =  -,  que  dans  le  cas  où  le 
nombre  A  sera  positif.  Supposons  cette  condition  remplie,  et  posons 

(8)  ,  =  u{t-t)~\ 
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Après  avoir  à  la  première  des  formules  (5)  substitué  l'équation  (8), 
on  pourra  encore,  à  l'aide  de  ces  formules,  obtenir  entre  les  variables 
inconnues  u,  v,  w,  ...  des  équations  de  la  forme  (6),  puis  en  tirer 
des  conclusions  identiques  avec  celles  que  nous  avons  ci-dessus 
énoncées. 

On  arriverait  encore  à  des  conclusions  semblables  si,  pour  la 
valeur  t  de  /,  plusieurs  des  variables  x,  y,  z,  . . .  devenaient  infinies. 
Seulement  alors  plusieurs  des  formules  (4)  devraient  être  remplacées 
par  des  équations  correspondantes  prises  dans  le  système 

(£»     .  jêï  =  *       £rt=r,       ï^r,=z-       •- 

et  plusieurs  des  formules  (5)  par  des  équations  correspondantes 
prises  dans  le  système 


(io)         x  —  u(t  —  t)-\         _y=  v{t  —  t)"f-,         z  =  w(t  —  t)-v,         

Le  cas  où,  r  étant  fini,  le  nombre  X  serait  infini,  mérite  une  atten- 
tion spéciale.  Dans  ce  cas,  si  à  la  première  des  formules  (5)  on  sub- 
stitue l'équation 

(u)  a?=e*<*-*>, 

les  intégrales  u,  v,  w,  ...  des  formules  (6)  seront  encore,  sous  les 
conditions  énoncées,  et  pour  des  valeurs  de  t  voisines  de  t,  des  fonc- 
tions monodromes  et  monogènes  de  /;  mais  on  ne  pourra  pas  en  dire 
autant  des  intégrales  x,  y,  z,  ...,  qui  ne  resteront  monodromes  et 
monogènes  que  si  les  exposants 

p,    v,     ... 
sont  des  nombres  entiers. 

Lorsque,  en  suivant  la  marche  ici  tracée,  on  aura  constaté  que  les 
intégrales  x, y,  z,  . . .  des  équations  (î)  sont,  du  moins  entre  certaines 
limites  du  module  de  t  —  t,  des  fonctions  monodromes  et  monogènes 
de  la  variable  t,  on  pourra  évidemment  appliquer  à  ces  intégrales  les 
théorèmes  généraux  que  j'ai  déduits  du  Calcul  des  résidus,  spéciale- 
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ment  le  théorème  énoncé  a  la  page  212  du  Tome  XXXII  des  Comptes 
rendus  (');  on  pourra  en  conséquence  développer  ces  intégrales  en 
séries,  les  décomposer  en  fractions  simples  ou  en  facteurs  simples,  ...; 
et  ces  développements,  ces  décompositions  pourront  s'effectuer  pour 
des  valeurs  quelconques  de  la  variable  /,  si  les  intégrales  x,  y,  z,  ... 
ne  cessent  jamais  d'être  monodromes  et  monogènes.  Enfin  les  formes 
des  développements  resteront  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  valeur 
attribuée  à  /,  si,  pour  toute  valeur  finie  de  t,  les  intégrales  x,  y,  z,  ... 
sont  non  seulement  monodromes  et  monogènes,  mais  encore  finies,  et 
par  conséquent  synectiques. 

Lorsque  les  intégrales  x,  y,  z,  ...  ne  restent  pas  toujours  mono- 
dromes et  monogènes,  on  peut  chercher  à  établir  entre  ces  intégrales 
et  de  nouvelles  inconnues  u,  v,  w,  . . .  des  relations  simples,  mais 
telles  que  //,  v,  w,  ...  soient  des  fonctions  toujours  monodromes  et 
monogènes  de  la  variable  t.  Montrons  en  peu  de  mots  comment  ce 
nouveau  problème  peut  être  résolu. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  équations  (1)  soient  rem- 
placées par  celles  qui  se  déduisent  des  deux  formules 

(     T-'I)1j+     Y-iBtY  =  h, 

('2) 

et  que  l'on  ait,  en  conséquence, 

y  —  x 
03) 


\      y         y  —  x 


y 

les  lettres  h,  k  désignant  deux  constantes  réelles  ou  imaginaires, 
A'  étant  une  fonction  de  x,  et  Y  étant  ce  que  devient  X  quand  on  y 
remplace  x  par  r.  Concevons  encore  que,  dans  ces  équations,  X  soit 
de  la  forme 


04)  J.'=  (1  —  ax)a{i  —  bx)ê{i  —  cx)i, 

(  ')  OEuvrës  de  Çauciiy,  S.  I,  T.  XI,  p.  3u. 
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à,  b,  c,  . . .  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  et  a,  é,  y,  ; . . 
•  les  exposants  entiers  ou  fractionnaires.  Les  intégrales  x,  y  ne  pour- 
ront cesser  d'être  monodromes  et  monogènes  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  particulière  t  attribuée  à  la  variable /,  que  dans  le  cas  où  à  cette 
valeur  répondra  une  valeur  infinie  de  x  ou  de  y,  ou  une  valeur  nulle 
ou  infinie  de  A'  ou  de  Y,  ou  enfin  une  valeur  nulle  de  y  —  x,  c'est- 
à-dire  dans  le  cas  où  se  vérifiera  l'une  des  conditions 

(  •  5  )  x  =  - ,  y  =  - , 

o  J        o 

(16)         X=L,         X=lv         X=l~,         ...,         J=i,         y^         y=L,         ..., 

(>7)  y-x. 

D'ailleurs,  dans  le  voisinage  d'une  valeur  de  t,  pour  laquelle  se  véri- 
fiera l'une  des  conditions  (16),  les  intégrales  x,  y  ne  cesseront  pas 
d'être  des  fonctions  monodromes  et  monogènes  de  t,  si  chacun  des 
exposants 

oc,      S,      y,      ... 

est  de  l'une  des  trois  formes 


t 

i 

I  - 

-   —  > 

i,      IH-- 

n 

n 

la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier.  Supposons  cette  condition 
remplie,  et  faisons 

Dans  le  voisinage  d'une  valeur  de  /,  pour  laquelle  se  vérifiera  l'une 
des  conditions  (i5),  les  intégrales  x,  y  ne  cesseront  pas  d'être  des 
fonctions  monodromes  et  monoçènes  de  /,  si  la  différence 


est  elle-même  de  l'une  des  trois  formes  i  -  -,  i,.j  +  --  Supposons 
encore  cette  dernière  condition  remplie.  Alors  les  intégrales  x,  y  ne 
pourront  cesser  d'être  monodromes  et  monogènes  que  dans  le  voisi- 
nage d'une  valeur  de  /,  pour  laquelle  se  vérifiera  l'équation  (17); 

OEuvresde  C.  —  S.  I,  t.  XII  3l 
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ajoutons  que,  pour  une  telle  valeur  de  /,  la  fonction  (  y  —  x)-,  dont 
la  dérivée  vérifiera  la  formule 

]-  Dt(y-xy=  k{X+  Y)  -  h{y.Y  +  xY), 

ne  cessera  pas  d'être  monodrome  et  monogène,  et  que  la  racine  carrée 
d'une  fonction  monodrome  et  monogène  cesse  généralement  de  l'être 
quand  on  attribue  à  la  variable  indépendante  des  valeurs  voisines  de 
l'une  de  celles  pour  laquelle  la  fonction  s'évanouit.  Cela  posé,  il  esl 
clair  que  dans  l'hypothèse  admise  la  racine  carrée  x  —  y  de  ( y  —  x)'1, 
et  par  suite  les  inconnues  x,  y,  cesseront  d'être  monodromes  et  mo- 
nogènes pour  des  valeurs  de  /  voisines  de  celles  qui  vérifieront  la  for- 
mule (17);  quant  à  la  fonction  de  x  et  de  y,  représentée  par  (y  —  x)-, 
elle  restera  toujours,  et  pour  une  valeur  quelconque  de  /,  monodrome 
et  monogène  avec  les  deux  fonctions 

x  +j     et     xy, 

dont  les  dérivées,  déterminées'par  les  formules 

h(vA'-xY)  —  l;(A'  —  Y) 


KAy  +  x) 
D,(ay) 


y  —  x 
h(y-.¥—x--  Y)  -  k{yX—  xY) 

y  -  x 


conserveront  des  valeurs  finies  quand  on  posera  y  =  r. 

On  arriverait  à  des  résultats  analogues,  en  considérant,  non  plus 
les  équations  (12),  mais  un  système  de  n  équations  du  même  genre 
entre  n  variables  x,  y,  z,  ...,  par  exemple  les  trois  équations 

/       X-'D,.r4-      Y-lBtr+     Z-lDtz  —  h, 
(18)  ./•  J"-'D,.r--  v  Y-ility  +  z  Z~l  Dtz  =  k, 

(  x-X->  D^+j5  Y-'1  Dty  ■+■  z-Z-1  l)tz  =  /, 

h,  /,-,  l  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  et  X,  Y,  Z  des 
fonctions  semblables,  mais  irrationnelles,  qui  dépendraient  la  pre- 
mière de  la  variable  x,  la  deuxième  de  la  variable  y,  la  troisième 
de  la  variable  s. 
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Remarquons  d'ailleurs  que  l'intégration  des  équations  (12), 
(18),  etc.,  et  la  détermination  des  fonctions  abéliennes  sont  deux 
opérations  identiques.  Ainsi,  en  particulier,  intégrer  les  équa- 
tions (12),  en  assujettissant  les  intégrales  x,  y  à  prendre  pour  une 
valeur  nulle  de  t  les  valeurs  \,  rj,  c'est,  en  d'autres  termes,  calculer 
les  valeurs  des  fonctions  abéliennes  x,  y  déterminées  par  les  deux 
équations 

f       AT~ldx  +  f        Y-Xdy  =  ht, 
(    x .  I  -  ■  dx  +  !    y  Y'1  dy  —  kt. 

-i  -Ai 


554. 

Analyse  infinitésimale.  --  Rapport  sur  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie 
par  MM.  Briot  et  Bouquet,  et  intitulé  :  Recherches  sur  les  fonctions 
définies  par  les  équations  différentielles. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  557  (12  mars  [855  1, 

Les  recherches  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  dans  le  travail  soumis  à 
notre  examen,  concernent  les  fonctions  définies  par  les  équations 
différentielles.  D'ailleurs,  comme  le  reconnaissent  les  auteurs  eux- 
mêmes,  ces  recherches  se  trouvent  intimement  liées  à  celles  que  l'un 
de  nous  a  publiées  à  diverses  époques,  savoir  :  en  i83o,  dans  le 
Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles;  en  184G,  dans 
plusieurs  Mémoires  que  renferment  les  Comptes  rendus  hebdomadaires 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  et,  en  1802,  dans  le  Mémoire 
sur  l'application  du  Calcul  infinitésimal  à  la  détermination  des  fonc- 
tions implicites  (').  Nous  serons  donc  obligés  de  rappeler  d'abord 

(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XI;  S.  I,  T.  X;  el  S.  I,  T.  XI,  p.  406. 
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quelques-uns  des  résultats  obtenus  dans  ces  Mémoires.  On  pourra 
ainsi  mieux  apprécier  le  caractère  et  l'importance  des  résultats  nou- 
veaux auxquels  MM.  Briot  et  Bouquet  sont  parvenus. 

Le  nombre  des  équations  différentielles  que  l'on  peut  intégrer  en 
termes  finis  étant  très  peu  considérable,  on  a  essayé,  depuis  long- 
temps, de  les  intégrer  par  séries.  Ainsi,  par  exemple,  étant  donnée 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  la  variable  / 
et  une  fonction  inconnue  de  /  représentée  par  x,  avec  la  valeur 
particulière  £  de  la  fonction  x,  correspondante  à  la  valeur  particu- 
lière t  de  la  variable  /,  on  a  supposé  la  fonction  x  développée  par 
la  formule  de  Taylor  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  et  entières  de  *  —  t;  et,  comme  ou  parvient  facilement 
à  déterminer  les  coefficients  des  diverses  puissances  dans  cette  série. 
en  les  déduisant  des  valeurs  connues  de  t,  \  à  l'aide  de  l'équation 
donnée  et  de  ses  dérivées  des  divers  ordres,  et  en  laissant  d'ailleurs 
arbitraire  la  constante  H,  on  en  a  conclu  que  toute  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  entre  x  et  t  admettait  une  intégrale  générale. 
et  que  cette  intégrale  se  trouvait  représentée  par  la  série  de  Taylor. 
c'est-à-dire  par  la  somme  de  cette  série,  les  coefficients  étant  déter- 
minés, comme  on  vient  de  l'expliquer,  en  fonction  de  z  et  de  la  con- 
stante arbitraire  ç.  Toutefois,  les  considérations  précédentes  ne  don- 
naient pas  la  certitude  que  l'on  eût  effectivement  intégré  l'équation 
proposée,  ni  même  que  cette  équation  admit  une  intégrale;  car. 
d'une  part,  on  ne  démontrait  pas  généralement  que  la  série  obtenue 
fût  convergente,  et  l'on  sait  que  les  séries  divergentes  n'ont  pas  de 
sommes;  d'autre  part,  une  série  même  convergente  qui  provient  du 
développement  d'une  fonction,  effectué  à  l'aide  de  la  formule  de 
Taylor,  ne  représente  pas  toujours  la  fonction  dont  il  s'agit.  L'inté- 
gration par  série  pouvait  donc  être  illusoire.  Pour  transformer  cette 
intégration  en  une  méthode  exacte  et  rigoureuse,  il  était  nécessaire 
d'examiner  sous  quelles  conditions  et  en  quelles  limites  les  séries 
trouvées  étaient  convergentes.  Ces  deux  questions  ont  été  traitées 
dans  les  Mémoires  ci-dessus  rappelés;  et,  dans  le  dernier  de  ces  Me- 
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moires,  les  conclusions  auxquelles  l'auteur  est  parvenu,  se  trouvent 
exprimées  comme  il  suit  : 

Hep  ré  s  en  t  on  s  pa  r 

S,     3G,     :T,     fc,      ... 
des  fonctions  de 

t,     x,    y,     z,     ..., 

qui  restent  finies,  monodromes  et  monogênes  dans  le  voisinage  des  râleurs 

"»    ;.    v,    C,     ... 
attribuées  à 

t,     x,     y,     s,      ....; 

et  concevons  que  Von  assujettisse  x,  y,  z,  ...  à  la  double  condition  de 
vérifier,  quelque  soit  t,  les  équations  différentielles  comprises  dans  lafor- 


v 

mule 


/  j  \  „  dt  dx  dy        r/z 

l      =  ".V    =      5     =  -%   =  *  •  -•  ' 

et  de  se  réduire  à  Ç,  yj,  Ç,  .  . .  pour  t  =  x.  Si  s  ne  j'rfra/ioui/  ^u  quand  on 
prend 

t  =  r>      x  =  l>      y~n,       :■  =  :, 

alors,  à  l'aide  des  théorèmes  établis  dans  le  Mémoire  de  1  835  sur  l'inté- 
gration des  équations  différentielles,   on  prouvera  qu'il  est  possible  de 
satisfaire,  au  moins  quand  le  module  de  la  différence  t  =  -.  ne  dépasse 
pas  une  certaine  limite,  aux  deux  conditions  énoncées,  par  des  valeurs 
de  x,y,  z,  ...  qui  seront  développées  en  séries  convergentes,  et  qui  repré- 
senteront les  intégrales  générales  des  équations  différentielles  données.  Il 
y  a  plus  :  on  peut  affirmer  que.  dans  l'hypothèse  admise,  ces  intégrales 
générales  seront  les  seules  valeurs  de  x,  y,  z,  .  . .  qui,  variant  avec  t  par 
degrés  insensibles,   rempliront,  pour  un  module  suffisamment  petit  de 
l  =  T,  les  deux  conditions  énoncées.  Enfin,  comme  les  divers  tenues  des 
séries  obtenues  seront  des  fouet  ions  monodromes.  monogènes  et  finies  de  la 
variable  t,  on  pourra  en  dire  autant  des  valeurs  trouvées  des  variables  x. 
Y,  z,  ...,  ou  même  d'une  fonction  monodrome,  monogène  et  finie  de  ces 
variables. 
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Ajoutons  que  les  séries  dont  il  est  ici  question  ne  se  réduisent  à 
des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  diffé- 
rence /  —  t  que  dans  le  cas  particulier  où  les  fonctions  G,  -v,  -7,  %>,... 
deviennent  indépendantes  de  la  variable  /.  Dans  le  cas  où  ces  fonc- 
tions renferment  la  variable  /,  les  divers  termes  des  séries  obtenues, 
cessant  d'être  proportionnels  aux  diverses  puissances  de  t  —  i,  sont 
fournis  par  des  intégrations  successives,  et,  par  suite,  ils  peuvent 
revêtir  des  formes  mieux  appropriées  à  la  solution  des  problèmes. 
Ainsi,  par  exemple,  en  Astronomie,  on  obtient  le  plus  ordinairement 
des  séries  ordonnées,  non  suivant  les  puissances  ascendantes  du 
temps,  mais,  ce  qui  est  bien  préférable,  suivant  les  sinus  et  cosinus 
des  multiples  d<e  certains  arcs  proportionnels  au  temps. 

Enfin,  l'auteur  du  Mémoire  de  1 835  ne  s'est  pas  borné  à  établir, 
dans  l'hypothèse  admise,  l'existence  des  intégrales  générales  d'un 
svstème  d'équations  différentielles  :  il  a  encore  fixé  des  limites  entre 
lesquelles  le  module  de  la  différence  t  —  t  peut  varier,  sans  que  les 
séries  obtenues  cessent  d'être  convergentes,  et  des  limites  au-dessous 
desquelles  s'abaissent  nécessairement  les  erreurs  que  l'on  commet 
quand  on  arrête  chacune  des  séries  obtenues  après  un  certain  terme. 

Le  théorème  sur  lequel  se  sont  appuyés  MM.  Briot  et  Bouquet, 
pour  établir,  dans  l'hypothèse  admise,  l'existence  des  intégrales 
générales  d'un  système  d'équations  différentielles,  est  précisément 
celui  qu'a  donné  l'auteur  du  Mémoire  de  i835.  Mais  à  ce  théorème 
et  à  quelques  autres  qui  pourraient  se  déduire  de  propositions  déjà 
connues,  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  joint  les  résultats  qui  leur  sont 
propres  et  qui  méritent  d'être  cités.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques 
détails. 

La  recherche  de  fonctions  de  t  qui,  représentées  par  x,  y,  z, 
aient  la  double  propriété  de  vérifier  un  système  d'équations  différen- 
tielles et  d'acquérir  des  valeurs  données  \,  y\,  "Ç,  . . .  pour  une  valeur 
donnée  t  de  la  variable  /,  peut  être  généralement  réduite  au  cas  où 
les  valeurs  données  t,  £,  yj,  '(,  ...  de  /,  x,  y,  z,  ...  s'évanouissent. 
Il  suffit,  en  effet,  pour  opérer  cette  réduction,  de  substituer  aux 
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variables  /,  x,  y,  z,  ...  d'autres  variables  /,,  xt,  yi%  s,,  ...  liées  aux 
premières  par  des  équations  de  la  forme 

Cela  posé,  soient  /,  x  deux  variables  dont  la  seconde,  considérée 
comme  fonction  de  /,  doive  s'évanouir  pour  une  valeur  nulle  de  /. 
et  satisfaire,  quand  /  varie,  à  l'équation  différentielle 

.    .  dt       dx 

(2)  6  =  K' 

E,  -X-  désignant  deux  fonctions  finies,  monodromes  et  monogènes  des 
variables  /,  x.  Si  G  ne  s'évanouit  pas  avec  /,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus,  l'équation  (i)  admettra,  pour  des  valeurs  de  t  suffisamment 
petites,  une  seule  intégrale  monodrome  et  monogène  propre  à  rem- 
plir les  deux  conditions  énoncées.  Il  y  a  plus  :  le  développement  de 
cette  intégrale  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  t  sera  précisément  celui  auquel  on  spra  conduit  par  la  formule  de 
Taylor,  jointe  à  l'équation  (2).  Mais  il  en  sera  autrement,  si  s  s'éva- 
nouit avec  /.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  précisément 

S  =  t. 
L'équation  (2)  sera  réduite  à 

(3)  tDtx=zX-, 

et,  puisque  x  doit  s'évanouir  avec  /,  la  fonction  3G  devra  s'évanouir 
avec  les  deux  variables  t,  x.  D'ailleurs,  étant  monodrome  et  mono- 
gène, elle  sera  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  ces  variables,  en  sorte  qu'on  aura 

( 4 )  3&  =  ax  -+-  bt  4-  9  ( x,  t), 

a,  b  désignant  les  valeurs  des  dérivées  D,.-\-,  Dcx  pour  des  valeurs 
nulles  des  variables  /,  x,  et  o(x,t)  une  fonction  dont  le  dévelop- 
pement se  composera  de  termes  qui  seront  tous,  par  rapport  à  ces 
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variables,  d'un  degré  supérieur  au  premier.  Si  la  fonction  o(x,  t) 
s'évanouit,  on  aura  simplement 

A-  —  f/.r  -t-  ht. 

el  l'équation  (3),  réduite  à  la  formule 

(6)  t  D,  r        a.r  -+■  ht, 

sera  vérifiée  quand  on  posera 

(7)  x  =  -=-+ctat 

c  désignant  une  constante  arbitraire.  La  valeur  de  x,  fournie  par 
l'équation  (7),  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  ((5),  et  la  con- 
stante c  qu'elle  renferme  peut  toujours  être  déterminée,  quand  on 
donne  une  valeur  particulière  £  de  x  correspondante  à  une  valeur 
particulière  t  de  la  variable  /,  à  moins  que  la  valeur  t  de  /  ne  s'éva- 
nouisse. Dans  cette  dernière  supposition,  qui  est  précisément  celle 
que  nous  avons  adoptée,  on  doit  prêter  une  attention  spéciale  au 
signe  qui  affecte  la  partie  réelle  du  paramètre  a.  Lorsque  cette  partie 
réelle  est  négative,  /"  devient  infini  pour  une  valeur  nulle  de  /,  et  la 
seule  valeur  de  x  qui  remplisse  la  double  condition  de  vérifier  l'équa- 
tion (6)  et  de  s'évanouir  avec  /  est  celle  qu'on  obtient  en  posant  dans 
la  formule  (7)  c  =  o,  c'est-à-dire  la  fonction  monodrome  et  monogène 
de  /,  donnée  par  la  formule 

bt 

S  X- 


•  I 


Au  contraire,  lorsque  la  partie  réelle  de  a  est  positive,  /"s'évanouit 
toujours  avec  /,  et  par  suite  on  satisfait  aux  deux  conditions  énon- 
cées, en  supposant  la  valeur  de  x  donnée  ou  par  la  formule  ((S)  ou 
même  généralement  par  la  formule  (7).  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  seconde 
condition,  par  laquelle  x  est  assujetti  à  s'évanouir  avec  x,  ne  déter- 
mine pi  11  s  la  constante  arbitraire,  et  celte  constante  ne  cesse  pas  d'être 
arbitraire  dans  l'intégrale  particulière,  qui  se  confond  alors  avec  l'in- 
tégrale générale. 
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Dans  le  cas  spécial  où  le  coefficient  a  se  réduit  à  l'unité,  le  rap- 
port -       -  devient  infini,  et  pour  conserver  à  x  une  valeur  finie,  il 

faut  attribuer  une  valeur  infinie  à  la  constante  c.  Pour  savoir  ce  que 
devient  alors  l'intégrale  de  l'équation  (6),  posons  d'abord  a  =  i  +  a, 
a  étant  une  quantité  infiniment  petite;  l'équation  (7)  deviendra 

coi—  b  tx—i 

x  — t  -+•  ectt 

a  a 

Or,  pour  que  cette  dernière  valeur  de  x  conserve  une  valeur  finie, 
tandis  que  a  s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  il  faudra 

faire  converger  le  produit  cv.  vers  la  limite  b,  et  le  rapport 

vers  une  limite  finie  C.  On  trouvera  ainsi 

( 9 )  x  =zCt-h  bt\t\ 
par  conséquent  l'équation 

(10)  tï)tx^=ix  +  ht. 

admettra  une  intégrale  générale,  qui  ne  sera  ni  monodrome  ni  mono- 
gène, à  moins  que  b  ne  se  réduise  à  zéro,  et  qui,  dans  tous  les  cas, 
aura  la  propriété  de  s'évanouir  avec  la  variable  /.  Si  b  se  réduisait  à 
zéro,  l'équation  (10)  se  réduirait  à 

(il)  \)tX=zX, 

et  son  intégrale  générale  à 

(12)  x  —  Ct. 

En  choisissant,  parmi  les  équations  différentielles  qu'ont  traitées 
-AIM.  Briot  et  Bouquet,  l'une  de  celles  dont  l'intégrale  générale  esl 
fournie  avec  la  plus  grande  facilité  par  les  méthodes  connues,  savoir 
l'équation  (6),  nous  avons  voulu  faire  bien  comprendre  comment  il 
peut  arriver,  pour  me  servir  de  leurs  propres  expressions,  qu'une 
fonction  ne  soit  pas  complètement  déterminée  quand  on  V assujettit  à 
vérifier  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  à  prendre  une 

OEuvres  de  C  —  S.  I,  ».  XII-  3a 


250  COMPTES   RENDUS   J)  E   L'ACADÉMIE. 

certaine  râleur  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  indépendante. 
Comme  le  remarquent  MM.  Briot  et  Bouquet,  cela  arrive  générale- 
ment quand,  pour  les  valeurs  données  de  la  fonction  et  de  la  variable 
indépendante,  le  coefficient  différentiel  se  présente  sous  la  forme  — 
Alors  l'équation  différentielle  admet  en  général  plusieurs  intégrales  qui 
remplissent  les  deux  conditions  énoncées.  Souvent  même  elle  en  admet 
une  infinité,  et  alors  il  s' introduit  une  constante  arbitraire  dans  l'inté- 
gration. Nous  ajouterons  que,  dans  ce  dernier  cas,  l'intégrale  parti- 
culière correspondante  aux  valeurs  données  de  la  (onction  et  de  la 
variable  indépendante  ne  diffère  pas  de  l'intégrale  générale,  et  que 
les  valeurs  dont  il  s'agit  sont  précisément  celles  qui  réduisent  à  la 

forme  -  l'expression  de  la  constante  arbitraire  tirée  de  l'intégrale 

générale.  Ainsi,  par  exemple,  si  de  la  formule  (7),  qui  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (6),  on  tire  l'expression  de  la  con- 
stante arbitraire  c,  on  trouvera 

bt 

.>■  — 


1  —  a 
(i3)  c= : 


et,  pour  que  cette  expression  se  réduise  à  la  tonne  -,  quand  x  et  / 

acquerront  des  valeurs  particulières,  il  faudra  que  ces  valeurs  parti- 
culières s'évanouissent  et  que  la  partie  réelle  du  paramètre  a  soit 
positive. 

Pareillement,  si  de  la  formule  (9),  qui  représente  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (10),  on  tire  l'expression  de  la  constante  arbitraire  C, 
on  trouvera 

x  —  bt\t 

(i4)  C= , 

H  pour  que  celle  expression  se  réduise  à  la  forme  -»  quand  /  et  a; 
acquerront  des  valeurs  particulières,  il  faudra  que  ces  valeurs  parti- 
culières s'évanouissent. 

Les  diverses  propriétés  que  nous  a  offertes  celle  des  intégrales  de 
l'équation  (G)  qui  s'évanouit  avec  l  continuent  de  subsister,  comme 
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l'observent  MM.  Briot  et  Bouquet,  quand  ou  revient  de  l'équation  (G) 
à  l'équation  (3),  ,\-  élant  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui 
s'évanouif  avec,  les  variables  v  e(  /  dont  elle  dépend.  Alors,  a  étant 
toujours  la  valeur  qu'acquiert  la  dérivée  D^A'-  pour  des  valeurs  nulles 
de  /  et  .r,  l'intégrale  particulière  dont  il  s'agit  renferme  encore  une 
constante  arbitraire,  et  par  suite  elle  se  confond  avec  l'intégrale 
générale  quand  la  partie  rccllc  de  a  est  positive  ou  nulle;  mais  elle 
redevient  complètement  déterminée  quand  la  partie  réelle  de  a  est 
négative.  Dans  tous  les  cas,  si  le  coefficient  a  ne  se  réduit  pas  à  un 
nombre  entier,  l'intégrale  particulière  dont  il  s'agit  ou  l'une  de  ses 
valeurs  sera  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  l,  pour  un 
module  de  /  inférieur  à  une  certaine  limite.  La  marche  qu'ont  suivie 
MM.  Briot  et  Bouquet  pour  démontrer  cette  assertion  mérite  d'être 
remarquée.  Ils  commencent  parfaire  voir  qu'on  peut  réduire  l'équa- 
tion (3)  à  une  autre  de  même  forme,  mais  dans  laquelle  le  coeffi- 
cient a,  c'est-à-dire  la  valeur  de  D^-v-  correspondante  à  des  valeurs 
nulles  àex  et  /  se  trouve  diminuée  d'autant  d'unités  que  l'on  voudra; 
puis,  après  avoir  abaissé  la  partie  réelle  de  a  au-dessous  de  zéro,  ils 
font  servir  la  formule  de  Taylor,  jointe  aux  dérivées  de  l'équation  (3), 
au  développement  de  a?  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  /,  et  comparent  la  série  ainsi  obtenue  à  celle  qui  repré- 
sente le  développement  de  la  racine  a? d'une  certaine  équation  entre x 
et  i.  A  l'aide  de  cette  comparaison,  ils  prouvent  la  convergence  du 
premier  développement  pour  un  module  suffisamment  petit  de  la 
variable  /,  assignent  au  module  de  /  une  valeur  au-dessous  de  laquelle 
ce  module  peut  varier  d'une  manière  quelconque,  sans  que  le  déve- 
loppement cesse  d'être  convergent,  et  concluent  sans  peine  qu'il 
représente  alors  une  intégrale  monodrome  et  monogène  de  l'équa- 
tion (3). 

Nous  avons  cru  devoir  fixer  particulièrement  l'attention  (\c>  géo- 
mètres sur  la  partie  du  Mémoire  de  MM.  Briot  et  Bouquet  qui  con- 
cerne l'intégrale  monodrome  et  monogène  de  l'équation  (3  ),  [tarée  que 
celte  partie,  qui  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  la  rigueur  des  démon- 
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strations,  nous  parait  la  plus  neuve  et  la  plus  importante.  Toutefois 
nous  ne  saurions  passer  sous  silence  d'autres  résultats  obtenus  par 
MM.  Briot  et  Bouquet,  résultats  d'autant  plus  intéressants  qu'ils  se 
rapportent  à  l'équation  générale 

(i5)  Y)tx  =  î{x,  t), 

qui  renferme  l'équation  (3)  comme  cas  particulier. 

En  supposant  la  variable  x  assujettie  :  i°  à  vérifier  l'équation  (i5); 
2°  à  prendre  une  valeur  donnée  pour  une  valeur  donnée  de  /,  par 
exemple  à  s'évanouir  avec  /;  en  supposant  d'ailleurs  que  la  fonction 
ï\x,  /)  reste  monodrome  et  monogéne  dans  le  voisinage  de  valeurs 
très  petites  attribuées  aux  variables  x,  t,  mais  cesse  de  l'être  quand 
ces  valeurs  s'évanouissent,  MM.  Briot  et  Bouquet  recherchent  les 
propriétés  de  l'intégrale  x,  d'abord  dans  le  cas  où  la  fonction  ï{x,  t) 
devient  infinie  pour  des  valeurs  nulles  de  x  et  /,  puis  dans  le  cas  où 

ces  valeurs  réduisent  la  fonction  î(x,  t)li  la  forme  -•  Pour  y  parvenir, 

ils  intègrent  par  approximation  l'équation  (i4).  à  l'aide  du  procédé 
qui  consiste  à  négliger  avant  l'intégration  les  quantités  finies  vis-à-vis 
des  quantités  infiniment  grandes,  et  les  quantités  infiniment  petites 
vis-à-vis  des  quantités  finies.  En  opérant  ainsi,  ils  établissent  aisé- 
ment un  théorème  que  l'on  peut  réduire  à  la  proposition  suivante  : 

Lorsque,  pour  des  valeurs  nulles  de  x,  t,  la  fonction  ï(x,  t)  devient 

infinie,  la  fonction  inverse  -r, demeurant  monodrome  et  monogèin . 

J  \{x,  t)  n 

du  moins  entre  certaines  limites,  la  variable  x  assujettie  à  s'évanouir 
avec  t,  se  réduit  sensiblement,  pour  de  très  petites  valeurs  de  t,  à  la 
racine  d'une  équation  binôme  du  degré  m  +  i,  m  étant  le  degré  de  la 

première  des  dérivées  de  -r-, ->   relatives  à  x,  qui  ne  s'évanouit  pas 

quand  on  pose  x  =  o,  t  =  o. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  dans  l'hypothèse  admise,  l'inté- 
grale x  ne  sera  point  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  la 
variable  /. 
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Lorsque  la  fonction  ((x,  i)  est  le  rapport  de  deux  fonctions  qui 
restent,  du  moins  entre  certaines  limites,  finies,  monodromes  et 
monogènes,  et  se  présente,  pour  des  valeurs  nulles  de  x  et  /,  sous  la 

forme  -,  la  première  question  à  résoudre  est  de  trouver,  pour  des 

valeurs  infiniment  petites  de  i,  l'ordre  de  l'intégrale  a?,  devenue  elle- 
même  infiniment  petite.  Cette  question,  admettant  plusieurs  solu- 
tions, donne  lieu  à  une  discussion  intéressante.  Mais  cette  discussion 
même,  ainsi  que  les  formules  et  la  construction  géométrique,  appli- 
quées par  MM.  Briot  et  Bouquet  à  la  recherche  des  solutions  diverses, 
ont  une  analogie  évidente  avec  la  discussion,  les  formules  et  la  con- 
struction géométrique  que  M.  Puiseux  avait,  dans  son  beau  Mémoire 
sur  les  fonctions  algébriques,  appliquées  aux  racines  d'une  équation 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  de  deux  variables,  dans  le 
cas  où  la  dérivée  de  ce  premier  membre  s'évanouit  avec  lui  pour  dv^ 
valeurs  données  de  ces  variables.  Il  y  a  plus  :  comme,  t  étant  infini- 
ment petit,  la  variable  x,  supposée  elle-même  infiniment  petite  et 
fonction  de  t,  sera  généralement  du  même  ordre  que  le  produit  tj)tx, 
on  peut  affirmer  qu'alors  la  dérivée  Dtx  sera  généralement  do  l'ordre 
du  rapport 


x 
7 


Donc,  trouver  l'ordre  de  l'intégrale  x  assujettie  à  vérifier  l'équa- 
tion (i5)  et  à  s'évanouir  avec  /  revient  à  trouver  l'ordre  de  la  racine  x 
de  l'équation 

(16)  j=f(x,t), 

et  le  problème  ci-dessus  mentionné  peut  être  ainsi  ramené  à  celui 
qu'a  traité  M.  Puiseux. 

Si  l'on  considère  la  variable  t  comme  un  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  l'ordre  de  l'intégrale  x  de  l'équation  (i5),  calculé  comme 
on  vient  de  le  dire,  sera  généralement  un  nombre  fractionnaire.  Après 
avoir  déterminé  cet  ordre,  MM.  Briot  et  Bouquet  prouvent  qu'à  l'aide 
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d'une  substitution  convenable  on  peut  réduire  l'intégration  de  l'équa- 
tion (i5)  à  la  recherche  de  l'intégrale  x  de  l'équation  (3).  On  doit 
toutefois  excepter  un  cas  particulier  où  après  la  réduction  on  obtient, 
à  la  place  de  l'équation  (i5),  une  équation  de  la  forme 

m;)  /'"  D,.r  -:  -V-, 

m  étant  un  nombre  entier,  el  3C  s'évariouissant  (juand  x  et  /  s'éva- 
nouissent. D'ailleurs,  comme  le  remarquent  MM.  Briot  et  Bouquet,  la 
valeur  de  x  assujettie  à  vérifier  l'équation  (17),  et  à  s'évanouir  avec  /, 
n'admet  pas  en  généra!,  mais  seulement  sous  certaines  conditions, 
une  intégrale  monodrome  et  monogène. 

A  la  fin  de  leur  Mémoire,  MM.  Briot  et  Bouquet  présentent  quelques 
considérations  générales  sur  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle entre  deux  variables  /,  x,  dans  le  cas  où  le  second  membre  est 
une  fonction  implicite  de  ces  variables.  Ici  encore  il  peut  arriver  que 
le  second  membre  soit  ou  ne  soi!  pas,  dans  le  voisinage  des  valeurs 
iriginairement  attribuées  à  x  et  /,  une  fonction  finie,  monodrome  et 
monogène.  L'intégrale  x  sera  toujours,  dans  la  première  hypothèse, 
monodrome,  monogène  et  finie,  et  pourra  ne  l'être  plus  dans  la 
seconde  hypothèse.  Le  cas  où  le  second  membre  de  l'équation  diffé- 
rentielle est  une  fonction  implicite  de  la  seule  variable  x  mérite  une 
attention  spéciale.  Au  reste,  ce  cas,  déjà  traité  dans  les  Comptes  rendus 
de  1846,  a  été,  comme  le  remarquent  MM.  Briot  et  Bouquet,  étudie 
avec  soin  par  31.  Puiseux  dans  le  Mémoire  ci-dessus  rappelé. 

Au  travail  dont  nous  venons  de  rendre  compte,  MM.  Briot  et  Bou- 
quet ont  récemment  annexé  une  addition  qui  a  pour  titre  :  Note  sur 
un  théorème  de  M.  Cauchy  relatif  à  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  précisément  celui  que  nous  avons 
rappelé  au  commencement  de  ce  Rapport,  en  nous  servant,  pour 
l'énoncer,  des  termes  mêmes  employés  dans  le  Mémoire  sur  l'applica- 
tion du  Calcul  infinitésimal  à  la  détermination  des  fonctions  impli- 
cites.  Lorsque,  pour  établir  ce  théorème,  on  suit  la  marche  tracée 
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dans  le  Mémoire  de  i835,  en  l'appliquant  à  une  équation  différen- 
tielle, entre  /  et  x,  la  première  des  deux  limites  assignées  au  module 
d\\  terme  général  du  développement  de  l'intégrale  x  est,  comme  la 
seconde,  le  terme  général  d'une  série  connue,  cette  série  étant,  non 
plus  une  progression  géométrique,  mais  le  développement  d'une 
certaine  équation  du  second  degré. 

D'ailleurs  cette  remarque,  qui  n'était  pas  énoncée  dans  le  Mémoire 
de  [835,  subsiste  dans  le  cas  où  le  second  membre  de  l'équation 
différentielle  renferme  non  seulement  la  variable  x,  mais  aussi  la 
variable  /. 

Appliquée  à  une  seule  équation  différentielle,  la  démonstration  que 
MM.  Briol  et  Bouquet  donnent  du  théorème  cité  suppose  l'intégrale  x 
développée  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  la  variable  /,  la  valeur  initiale  de  /  étant  réduite  à  zéro.  Ils  déter- 
minent directement  la  fonction  dont  le  développement  a  pour  termet 
les  limites  des  modules  des  termes  compris  dans  le  développement  de 
l'intégrale;  et,  s'appuyant  sur  un  théorème  général,  rappelé  dans  la 
séance  du  22  janvier  de  cette  année,  ils  substituent  à  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  une  autre  équation  différentielle  dont  celte  fonc- 
tion est  l'intégrale.  D'ailleurs  cette  l'onction  est  la  racine  d'une  équa- 
tion finie  d\\  second  degré.  Mais  cette  équation  finie,  (fui  renfermi 
un  logarithme,  diffère  de  celle  dont  il  était  ci-dessus  question,  et  à 
laquelle  on  serait  conduit  encore,  si  l'on  appliquait  la  démonstration 
de  MM.  Briol  et  Bouquet  à  la  forme  de  développement  adoptée  dans 
le  Mémoire  de  i  835. 

La  même  démonstration,  appliquée  au  système  de  //  équations  dif- 
férentielles, entre  //  inconnues  x,  y,  z,  ...  et  la  variable  /.  conduit 
MM.  Briot  et  Bouquet  à  une  équation  finie  du  degré  n-t-i,  qui  ren- 
ferme encore  un  logarithme,  parce  que  les  auteurs  continuent  de  sup- 
poser les  inconnues  développées  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  /.  Le  logarithme  disparaîtrait,  si 
l'on  admettait  la  forme  de  développement  adoptée  dans  le  Mémoire 
de   [835,  et  alors  on  pourrait,  de  l'équation  finie  à  laquelle  on  par- 
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viendrait,  déduire  immédiatement  les  conclusions  énoncées  dans  le 
Mémoire,  par  rapport  à  la  limite  au-dessous  de  laquelle  le  module 
de  /  peut  varier  sans  que  les  séries  obtenues  cessent  d'être  conver- 
gentes. Toutefois,  l'équation  finie  a  l'avantage  de  fournir  une  limite 
plus  étendue. 

En  résumé,  MM.  Briot  et  Bouquet,  dans  le  savant  Mémoire  soumis 
à  notre  examen  et  dans  la  Note  jointe  à  ce  Mémoire,  ont  ajouté  des 
développements  utiles  et  des  perfectionnements  nouveaux,  dignes  de 
remarque,  à  la  théorie  si  importante  de  l'intégration  par  série  des 
équations  différentielles. 

Pour  ces  motifs,  vos  Commissaires  pensent  que  le  Mémoire  et  la 
Note  de  MM.  Briot  et  Bouquet  doivent  être  approuvés  par  l'Académie 
et  ils  en  proposent  l'insertion  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers. 


555. 

Analyse  et  Physique  mathématique.    —  Rapport  sur  deux  Mémoires 
de  M.  Pierre-Alphonse  Laurent,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  63a  (  19  mars  [855  ). 

Un  homme  d'un  mérite  supérieur,  M.  Pierre-Alphonse  Laurent. 
chef  de  bataillon  du  Génie,  a  été  enlevé,  par  une  mort  prématurée,  à 
sa  patrie  qu'il  servait  avec  ardeur,  à  la  Science  qu'il  enrichissait  de 
ses  découvertes.  Dès  l'année  1 843,  il  composait,  sur  le  Calcul  des 
variations,  un  Mémoire  que  l'Académie  a  jugé  digne  d'être  approuvé 
par  elle,  et  inséré  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers;  la  même 
année,  au  mois  d'août,  M.  Laurent  présentait  à  l'Académie  un  second 
Mémoire  qu'il  intitulait  modestement  :  Extension  d'un  théorème  de 
M.  Cauchy.  Mais,  comme  il  est  dit  dans  le  Rapport,  cette  extension 
constitue  un  nouveau  théorème,  digne  de  remarque,  qui  peut  être 
utilement  employé  dans  les  recherches  de  haute  Analyse.  .Vussi  l'Aca- 
démie a-t-elle  adopté  les  conclusions  du  Rapport  qui  signalait  ce  non- 
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veau  Mémoire  comme  très  digne  d'être  approuvé  par  elle  et  inséré 
dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers.  Depuis  ce  moment,  M.  Laurent, 
travailleur  infatigable,  a  su,  par  de  constants  efforts,  conserver  dans 
l'estime  des  savants  le  rang  si  honorable  où  ses  premiers  travaux 
l'avaient  placé,  et  chaque  année  il  a  fait  parvenir  à  l'Académie  un 
très  grand  nombre  de  Mémoires  sur  l'Analyse,  sur  la  Physique  mathé- 
matique et  particulièrement  sur  la  Théorie  de  la  lumière.  Enfin,  deux 
importants  Mémoires  du  même  auteur,  présentés,  au  nom  de  sa  veuve, 
à  l'Académie  par  M.  le  Maréchal  Vaillant,  ne  peuvent  qu'augmenter 
les  regrets  des  amis  de  la  Science,  en  leur  faisant  voir  tout  ce  qu'on 
devait  encore  attendre  d'un  savant  distingué,  dont  la  vie  a  été  certai- 
nement abrégée  par  ses  nombreuses  veilles.  De  ces  deux  Mémoires,  le 
premier,  comme  l'indique  son  titre,  concerne  la  Théorie  des  imagi- 
naires. 11  renferme  des  considérations  générales  sur  l'équation  aux 
dérivées  partielles  à  laquelle  satisfont,  parmi  les  fonctions  d'une 
variable  imaginaire,  celles  dont  la  dérivée  dépend  uniquement  de  la 
variable,  et  divers  théorèmes  relatifs,  les  uns  aux  intégrales  définies, 
les  autres  au  développement  de  ces  intégrales  en  séries,  particulière- 
ment le  beau  théorème  déjà  cité,  puis  des  applications  de  ces  théo- 
rèmes à  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles,  spéciale- 
ment de  celles  qui  expriment  l'équilibre  de  température  et  l'équilibre 
d'élasticité.  Le  second  Mémoire  a  pour  titre  :  Examen  de  la  théorie  de 
la  lumière  dans  le  système  des  ondes.  L'auteur  y  passe  en  revue  les 
explications  données  par  les  physiciens  et  les  géomètres  des  divers 
phénomènes  lumineux;  il  recherche  jusqu'à  quel  point  ces  explica- 
tions peuvent  être  admises,  et  ce  qu'elles  peuvent  laisser  encore  à 
désirer. 

Les  deux  nouveaux  Mémoires,  comme  les  précédents,  témoignent 
de  la  science  profonde  et  de  la  grande  sagacité  de  M.  Laurent.  L'in- 
térêt qui  s'attache  aux  sujets  traités  dans  ces  Mémoires,  l'importance 
des  discussions  auxquelles  l'auteur  s'y  livre,  les  points  de  vue  nou- 
veaux que  souvent  il  découvre,  devaient  naturellement  inspirer  aux 
physiciens  et  aux  géomètres  un  vif  désir  de  voir  les  œuvres  de  M.  Lau- 

OEuvres  de  C  —  S.  I,  t.  XII.  33 
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rent  recueillies  et  publiées.  Vos  Commissaires  sont  d'avis  que  ce  vœu 
doit  être  réalisé.  En  conséquence,  ils  proposent  à  l'Académie  : 

i°  De  décider  que  les  divers  Mémoires  de  M.  Laurent,  tous  ceux  du 
moins  dont  l'importance  ne  saurait  être  contestée,  seront  publiés  dans 
le  Recueil  des  Savants  étrangers; 

2°  De  confier  à  une  Commission  spéciale,  prise  dans  le  sein  de 
l'Académie,  le  soin  de  recueillir  ces  Mémoires  et  d'en  surveiller  l'im- 
pression. 

En  terminant  ce  Rapport,  les  Commissaires  n'hésitent  pas  à  déclarer 
qu'ils  s'associent  pleinement  au  vœu  émis  par  M.  le  Maréchal  Vaillant 
et  que  partageront  certainement  tous  les  amis  des  Sciences.  Comme 
l'a  dit  M.  le  Maréchal  :  «  le  Corps  du  Génie  a  perdu  en  M.  Laurent  un 
de  ses  officiers  les  plus  distingués,  celui-là  même  que  le  Comité  des  For- 
tifications avait  appelé  à  Paris  pour  examiner  les  nombreuses  questions 
d' Art  et  de  Science  qui  lui  sont  journellement  adressées  ».  Nous  laisse- 
rons aux  chefs  du  Corps  dans  lequel  les  talents  et  le  zèle  de  M.  Lau- 
rent étaient  si  bien  appréciés,  le  soin  de  rappeler  ses  vingt-sept 
années  de  service,  ses  campagnes  en  Afrique,  les  travaux  qu'il  a 
exécutés  comme  ingénieur  militaire,  etc.  Mais  ce  ne  sont  pas  là  les 
seuls  titres  qui  honorent  et  recommandent  sa  mémoire.  C'est  à  l'In- 
stitut surtout  qu'il  appartient  de  dire  que  les  méditations  auxquelles 
M.  Laurent  a  consacré  ses  veilles  ont  contribué  aux  progrès  de  la 
Science,  et  vous  n'avez  pas  oublié,  Messieurs,  qu'après  le  décès  de 
l'illustre  Jacobi,  l'Académie  elle-même  voulut  inscrire  le  nom  de 
M.  Laurent  sur  la  liste  des  candidats  pour  la  place  de  Correspondant 
de  l'Institut.  Nous  croyons,  avec  M.  le  Maréchal,  que  tant  d'hono- 
rables souvenirs,  tant  d'éminents  services  doivent,  après  la  mort  de 
M.  Laurent,  protéger  encore  sa  famille,  dont  il  était  l'unique  appui; 
nous  croyons  qu'ils  seront,  pour  les  Membres  de  l'Académie,  un  puis- 
sant motif  d'appeler  sur  la  veuve  et  les  enfants  de  M.  Laurent  le  bien- 
veillant intérêt  de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique. 
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556. 


Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  variations  intégrales 

des  fonctions. 

G.  R.,  T.  XL,  p.  65i  (26  mars  i855). 
§  I.  —  Formules  générales. 

Soit  z  une  quantité  géométrique  variable  qui  représente  l'affixe 
d'un  point  mobile  P,  et  Z  une  fonction  de  z  qui  ne  cesse  d'être 
monodrome  et  monogène  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs 

c,      c  ,      C  ,       ... 

de  z,  propres  à  représenter  les  affixes  de  certains  points  singuliers 

C,     C,    C",     .... 

Concevons  d'ailleurs  que,  dans  le  plan  des  affixes,  on  joigne  un  cer- 
tain point  P,  dont  l'affixe  est  zt  à  un  autre  point  Pw  dont  l'affixe  est  zi/f 
par  une  courbe  continue  P,  Pvqui  ne  renferme  aucun  des  points  C,  C, 
C",  ....  Enfin  soit  Z  la  valeur  ou  l'une  des  valeurs  de  Z  pour  z  =  zt, 
et  Zu  ce  que  devient,  dans  le  passage  du  point  P,  au  point  P//S  la  fonc- 
tion Z  quand  on  l'assujettit  à  varier  avec  z  par  degrés  insensibles.  La 
différence 

sera  nommée  la  variation  intégrale  de  Z,  correspondante  à  l'arc  de 
courbe  P,  Ptf  que  décrit  le  point  mobile  P  en  passant  de  la  posi- 
tion P,  à  la  position  P;/.  Si  le  point  mobile  revenait  de  la  position  P(/ 
;i  la  position  P;,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  s'il  décrivait  la  même 
courbe  en  sens  contraire,  alors  à  l'arc  P„P,,  dont  le  point  Pw  serait 
l'origine,  correspondrait  une  variation  intégrale  de  Z  représentée 
non  plus  par  la  différence  Zu—  Zt,  mais  par  la  différence 

Z-Z„^-{Z„-ZI). 
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Concevons  maintenant  que,  la  courbe  P,P/;  étant  une  courbe 
fermée,  et  se  réduisant  au  contour  HIKL  qui  enveloppe,  dans  le 
plan  des  afiixes,  une  certaine  aire  S,  les  points  P,,  Vt/  coïncident 
tous  deux  avec  un  certain  point  H  de  ce  contour.  La  variation  inté- 
grale de  Z  relative  au  contour  HIKL  sera  évidemment  nulle,  si 
l'aire  S  ne  renferme  aucun  point  singulier.  Dans  le  cas  contraire, 
celte  variation  intégrale  offrira  généralement  une  valeur  distincte  de 
zéro  qui  pourra  dépendre  de  la  position  H  qu'occupera  au  moment 
du  départ  le  point  mobile  P,  de  la  valeur  Z;  attribuée  en  ce  moment 
à  la  fonction  Z,  et  du  sens  dans  lequel  le  point  P  se  mouvra  en  tour- 
nant autour  de  l'aire  S.  Désignons  par  le  symbole  (S)  la  valeur  que 
prendra  cette  variation  intégrale,  quand  le  point  mobile  P  tournera 
autour  de  l'aire  S  avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  en  sorte 
qu'on  ait 

(.)  (S)  =  2,-2,. 

Si  l'on  fait  varier  par  degrés  insensibles  et  d'une  manière  continue  la 
position  initiale  H  du  point  mobile  P,  par  conséquent  l'affixe  st  du 
point  H,  et  avec  cette  affixe  la  valeur  Zt  de  Z ,  la  valeur  Zu  variera 
elle-même  d'une  manière  continue,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  de 
la  valeur  (S)  qui,  en  vertu  de  la  formule  (i),  variera  encore  par 
degrés  insensibles,  à  moins  qu'elle  ne  devienne  invariable  et  ne  se 
réduise  a  une  constante  tixe. 

Joignons  maintenant  le  point  H  à  un  autre  point  K  du  contour  HIKL 
par  une  ligne  droite  ou  courbe  HK  qui  partage  l'aire  S  en  deux  par- 
ties S',  S".  La  variation  intégrale  que  subira  la  fonction  Z,  quand  le 
point  mobile  P  décrira  la  ligne  KH,  en  partant  de  la  position  K,  sera 
égale,  au  signe  près,  mais  opposée  de  signe  à  celle  que  subira  Z. 
quand  le  point  P  reviendra  en  K,  en  décrivant  la  même  ligne  dans  un 
sens  contraire;  et  par  suite,  la  variation  intégrale  (S)  que  subira  Z, 
quand  le  point  mobile  P  décrira,  en  partant  de  la  position  H,  le  con- 
tour HIKL,  sera  la  somme  de  deux  variations  analogues  (S'),  (S") 
que  subira  Z,  quand  le  point  mobile  P  décrira  successivement  avec 
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un  mouvement  de  rotation  direct  les  deux  contours 

H1KH,     HKLH 

qui  enveloppent  le  premier  l'aire  S',  le  second  l'aire  S",  en  sorte  qu'on 
aura  non  seulement 

(2)  S  =  S'+S", 
mais  encore 

(3)  (S)  =  (S')  +  (S"). 

Observons  d'ailleurs  que,  dans  la  variation  intégrale  (S")  réduite  à  la 
forme  qu'indique  l'équation  (i),  celle  des  valeurs  particulières  de  Z 
qui  sera  précédée  du  signe  —  restera  généralement  distincte  de  la 
valeur  Z,  précédée  de  ce  signe  dans  la  variation  intégrale  (S)  déter- 
minée par  la  formule  (i)  et  dans  la  variation  intégrale  (S'). 

Concevons  à  présent  que  Z  se  réduise  à  une  fonction  toujours  mono- 
drome  et  monogène  de  la  variable  z.  Alors  on  aura  constamment,  et 
quel  que  soit  le  contour  de  l'aire  S, 

(4)  (S)=ro. 

Mais  la  variation  intégrale  (S)  pourra  cesser  de  s'évanouir,  si  à  la  fonc- 
tion Z  on  substitue  son  logarithme  népérien  représenté,  quand  il  varie 
avec  Z  d'une  manière  continue,  par  la  notation  ÏZ.  Admettons  cette 
substitution.  La  variation  intégrale  (S)  de  la  fonction  Iz,  correspon- 
dante à  un  contour  fermé  qui  enveloppera  de  toutes  parts  une  cer- 
taine aire  S,  deviendra  indépendante  de  la  position  initiale  du  point 
mobile  que  décrira  ce  contour  avec  un  mouvement  de  rotation  direct, 
et  de  la  valeur  attribuée,  au  premier  instant,  à  ÏZ,  et  dépendra  uni- 
quement du  nombre  et  de  la  nature  des  points  singuliers  C,  C,  C",  . . . 
situés  à  l'intérieur  de  l'aire  S.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'on  démontrera 
sans  peine  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Les  affixes  c,  c\  c",  ...  des  points  singuliers  C,  C,  C",  ...  seront, 
dans  le  cas  présent,  les  valeurs  de  z-,  pour  lesquelles  la  fonction  Iz 
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deviendra  infinie,  par  conséquent  celles  qui  vérifieront  l'une  des  for- 
mules 

(5)  Z  =  o, 

(6)  J  =  o. 

Si  l'aire  S  ne  renferme  aucun  de  ces  points  singuliers,  la  variation 
intégrale  (S)  sera  nulle,  et  l'on  aura  encore 

(7)  (S)=-o. 

Dans  le  cas  contraire,  (S)  ne  pourra  être  que  la  différence  des  deux 
valeurs  de  ÏZ  correspondantes  à  une  même  valeur  de  Z ,  par  consé- 
quent un  des  logarithmes  népériens  de  l'unité.  On  aura  donc 

(8)  (S)  =  27T/.-i, 

k  désignant  une  quantité  entière,  positive  ou  négative.  D'ailleurs, 
tandis  que  l'on  fera  varier,  par  degrés  insensibles,  la  position  ini- 
tiale H  du  point  mobile  P,  par  conséquent  l'affixc  s;  du  point  H,  et 
avec  elle  la  valeur  initiale  ÏZ,  de  ÏZ,  la  variation  intégrale  (S)  devra 
ou  se  réduire  à  une  constante  fixe  ou  varier  par  degrés  insensibles. 
On  pourra  donc  en  dire  autant  de  la  quantité  entière  désignée  par  k; 
et,  puisqu'une  quantité  entière  ne  peut  varier  par  degrés  insensibles, 
/•  devra  se  réduire  à  une  constante  fixe  indépendante  de  la  position 
initiale  du  point  P.  De  plus,  comme  deux  valeurs  de  ÏZ  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  Z  se  déduisent  toujours  l'une  de 
l'autre  par  l'addition  d'un  terme  constant,  elles  croîtront  simultané- 
ment de  quantités  égales,  et  par  suite  leurs  variations  intégrales 
seront  les  mêmes.  Donc  la  valeur  de  (S),  et  par  suite  celle  de  k,  sera 
encore  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  ÏZ,  pour  une  position 
donnée  du  point  H.  Donc,  enfin,  (S)  dépendra  uniquement  de  la 
forme  générale  attribuée  à  la  fonction  monodrome  et  monogène  Z, 
et  de  la  forme  assignée  au  contour  HIKL  de  l'aire  S. 

Ce  n'est  pas  tout  :  si  l'on  partage  l'aire  S  en  deux  parties  S',  S",  la 
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variation  intégrale  (S)  se  trouvera,  en  vertu  de  la  formule  (3),  par- 
tagée en  deux  variations  correspondantes  (S'),  (S");  et  comme  on 
pourra,  de  la  même  manière,  partager  (S')  ou  (S")  en  deux  parties, 
puis  chacune  de  ces  parties  en  variations  nouvelles,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment,  il  est  clair  que  le  partage  de  l'aire  S  en  éléments  a,  b, 
c,  ...  entraînera  le  partage  de  la  variation  intégrale  (S)  en  variations 
correspondantes.  En  d'autres  termes,  la  formule 

(9)  S  =  a  -h  b  +  c  +. . . 
entraînera  la  formule 

(10)  (S)  =  (a)  +  (b)  +  (c)  +  ..., 

les  aires  élémentaires  étant  choisies  de  telle  sorte  que  jamais  le  con- 
tour de  l'une  d'elles  ne  passe  par  l'un  des  points  singuliers  C,  C\ 

C", D'ailleurs,  ces  aires  peuvent  devenir  assez  petites  pour  que 

chacune  d'elles  renferme  un  seul  de  ces  points,  ou  n'en  renferme 
aucun.  Soient,  dans  cette  hypothèse,  s,  s',  s",  ...  les  aires  élémen- 
taires qui  renferment  respectivement  les  points  C,  C,  C",  ....  On 
verra  s'évanouir,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (10),  les 
variations  intégrales  distinctes  de  (s),  (s'),  (s"),  ....  et  cette  for- 
mule donnera  simplement 

(11)  (S)  =  (s)  +  (s')  +  (s")+.... 

On  pourra  même,  dans  la  formule  (1 1),  supposer  les  aires  s,  s',  s",  . . . 
réduites  à  celles  de  très  petits  cercles  qui  auraient  pour  centres  les 

points  C,  C,  C", Or,  cette  supposition  étant  admise,  et  c  étant 

l'affixe  du  point  C,  Z  sera  de  la  forme 

(12)  Z=(z-c)"u, 

u  étant  une  fonction  de  z  qui,  avec  son  logarithme  népérien,  restera 
monodrome  et  monogène  dans  l'intérieur  de  l'aire  s,  et  h  étant  une 
quantité  entière  qui  sera  positive  si  c  est  racine  de  l'équation  (5), 
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négative  si  c  est  racine  de  l'équation  (G).  D'ailleurs  on  tirera  de  la 

formule  (12) 

(i3)  ÏZ  =  hï(z  —  c)  -t-ï«, 

et  comme  la  variation  intégrale  de  lu  sera  évidemment  nulle,  celle 
de  \Z  se  réduira  au  produit  de  l'exposant  h  par  la  variation  intégrale 
de  \(z  —  c).  Mais  on  aura 

ï(5  —  c)  =  \r-hp\, 

r  étant  le  module  et  p  un  argument  de  z  —  c;  et  comme  la  varia- 
tion intégrale  de  l'angle  polaire  p  sera  la  circonférence  ir.,  celle 
de  \(z  —  c)  sera  2-i.  On  aura  donc 

(i4)  (S)  =  2Tr/n. 

En  nommant  h'  ou  h",  ...  ce  que  deviendra  h  quand  on  passera  du 
point  C  au  point  C  ou  C",  . . . ,  on  obtiendra  des  formules  semblables 
ii  l'équation  (i4)>  en  vertu  desquelles  les  valeurs  de  (s'),  (s"),  ... 
seront  précisément  les  produits  i~h'\,  ir.h"\, Cela  posé,  la  for- 
mule (11)  donnera 

(i5)  (S)  =  27r(A  +  A'+A"  +  ...)i, 

et  de  cette  dernière  comparée  à  la  formule  (8)  on  tirera 

(16)  /,  =/> +/i'+A"  +  .... 

Si,  pour  tous  les  points  renfermés  dans  l'aire  S,  la  fonction  Z  est 
non  seulement  monodrome  et  monogène,  mais  encore  finie,  les 
racines  c,  c',  c",  ...  appartiendront  toutes  à  l'équation  (5);  par 
suite,  les  exposants  h,  h',  h",  ...  seront  tous  positifs;  et  comme  h 
désignera  le  nombre  des  racines  égales  à  c,  h'  le  nombre  des  racines 
égales  à  c',  . . . ,  la  somme 

h  +  h'  -hhK  +  ...—  k 

exprimera  le  nombre  total  des  racines  égales  ou  inégales  de  l'équa- 
tion (5),  propres  à  représenter  les  alïîxes  de  points  situés  à  Tinté- 
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rieur  de  l'aire  S.  D'ailleurs  on  tirera  de  la  formule  (8) 

(■7)  *=**). 

'  2711 

et  2-i  est  précisément  la  variation  intégrale  de  ï^  correspondante  à 
un  mouvement  direct  de  rotation  du  point  mobile  P  autour  d'un  cercle 
qui  aurait  pour  centre  l'origine  des  affixes.  En  conséquence,  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  z  Vaffixe  variable  d'un  point  mobile  P;  soit  encore 
Z  une  fonction  de  z  qui  reste  monodrome,  monogène  et  finie  dans  le  voi- 
sinage de  tout  point  situé  à  l'intérieur  d'une  certaine  aire  S  ou  sur  le  con- 
tour de  cette  aire,  et  qui  ne  s' évanouisse  en  aucun  point  de  ce  contour. 
Pour  obtenir  le  nombre  de  celles  des  racines  égales  ou  inégales  de  l'équa- 
tion 

Z  =  o, 

qui  seront  les  affixes  de  points  situés  à  l'intérieur  de  l'aire  S,  il  suffira  de 
faire  décrire  au  point  mobile  P  :  i°  le  contour  de  l'aire  S;  2°  la  circon- 
férence d'un  cercle  qui  aura  pour  centre  l'origine  des  affixes;  et  de 
chercher  le  rapport  des  variations  intégrales  que  subiront,  dans  le  pre- 
mier cas,  le  logarithme  \Z  de  la  fonction  Z,  dans  le  second  cas  le  loga- 
rithme \z  de  la  variable  z. 

Il  est  bon  d'observer  que  le  théorème  précédent  continue  de  sub- 
sister quand  on  fait  correspondre  chaque  variation  intégrale,  non 
plus  à  un  mouvement  de  rotation  direct,  mais  à  un  mouvement  de 
rotation  rétrograde  du  point  mobile  P  autour  de  l'aire  S  ou  du  cercle 
qui  a  pour  centre  l'origine  des  alfixes.  Ajoutons  que,  si,  s  étant  la  sur- 
face du  cercle  qui  a  pour  centre  l'origine,  on  désigne  les  deux  varia- 
tions intégrales  par  les  deux  notations 


ASJZ,    M*, 


la  formule  (17)  deviendra 
(■8) 


k_  ASIZ 

"    A8Ï3   ' 
OKuvres  de  C.  —  S.  I,  t-  XII.  04 
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Lorsque  la  fonction  Z  devient  infinie  pour  des  points  situés  à  l'inté- 
rieur de  l'aire  S,  alors  le  premier  théorème  doit  être  évidemment  rem- 
placé par  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soit  z  l'affixe.  variable  d'un  point  mobile  P;  soit 
encore  Z  une  fonction  de  z,  qui  reste  monodrome  et  mono  gêne,  dans 
le  voisinage  de  tout  point  situé  à  l  intérieur  d' une  certaine  aire  S  ou  sur 
le  contour  de  celte  aire,  et  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  pour  aucun 
point  de  ce  contour.  Si  l'on  fait  mouvoir  un  point  mobile  :  i°  sur  le  con- 
tour de  l'aire  S;  2°  sur  la  circonférence  d'un  cercle  qui  ait  pour  centre 
l'origine  des  affixes,  le  rapport  entre  les  variations  intégrales  que  subi- 
ront, dans  le  premier  cas  le  logarithme  népérien  \Z  de  la  fonction  Z, 
dans  le  second  cas  le  logarithme  népérien  \z  de  la  variable  s,  sera  lu 
différence  entre  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (5)  et  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  (6)  quand  on  tiendra  compte  seulement  de 
«■elles  d'entre  ces  racines  qui  sont  propres  à  représenter  les  affixes  de 
points  situés  à  l'intérieur  de  l'aire  S. 

>5  II.  —   Application  des  principes  établis  dans  le  premier  paragraphe 
aux  équations  algébriques. 

Soient  z  une  quantité  géométrique,  r  le  module  de  z  et 

(i)  Z  =  azn+  bzn~l-{-.  .  .-*-gz  -h  h 

une  fonction  entière  de  s,  du  degré  //.  Pour  des  valeurs  croissantes 
de  r,  le  rapport 

(2)  -^  —  a  +  bz-l+  cz--  +  .  .  .4-  fis-" 

convergera  vers  la  limite  a,  et  ne  pourra  s'évanouir  si  l'on  suppose 
/>-  R,  H  étant  assez  considérable  pour  que,  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (2),  le  module  du  premier  terme  surpasse,  pour  /\>  //, 
la  somme  des  modules  des  termes  suivants.  Cette  condition  étant  sup- 
posée remplie,  nommons  S  l'aire  du  cercle  qui  a  pour  rayon  li.  el 
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posons 

z 

—  =  u. 
-n 

Quand  on  fera  décrire  au  point  mobile  P  le  contour  de  l'aire  S,  la 
variation  intégrale  du  logarithme  de  u  sera  nulle,  et  celle  du  loga- 
rithme 

\Z  =  n\z  -h'\tt 

se  réduira  au  produit  de  n  par  la  variation  intégrale  de  \z.  Donc  le 
rapport  des  variations  intégrales  des  logarithmes  \Z  et  \z  se  réduira 
au  nombre  n,  et,  en  vertu  du  théorème  I  du  §  I,  n  sera  précisément  le 
nombre  des  racines  égales  ou  inégales  de  l'équation 

(3)  Z  —  o. 

Ainsi  les  principes  établis  dans  le  §  I  fournissent  une  démonstra- 
tion très  simple  et  très  directe  de  la  proposition  fondamentale,  sui- 
vant laquelle  toute  équation  algébrique  du  degré  n  admet  n  racines 
algébriques  ou  géométriques,  égales  ou  inégales. 

Ajoutons  que,  du  théorème  I  (§  I),  joint  à  la  formule  (7)  de  la 
page  223,  on  déduira  immédiatement  le  théorème  général  que  j'ai 
donné  en  1 83 1  sur  le  nombre  des  racines  d'une  équation  qui  satis- 
font à  des  conditions  données,  avec  des  théorèmes  particuliers  ci 
relatifs  aux  racines  réelles,  établis  par  moi-même  en  i8i3,  ou  par 
M.  Slurm  en  1829. 


557. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  les  variations  intégrales 
des  fonctions  (suite). 

C.  R.,  T.  XL  p.  ;i3  (2  avril  i855). 

Quelques-unes  des  formules  établies  dans  le  précédent  article  sont 
évidemment  applicables,  non  seulement  aux  fonctions  qui  sont  a  la 
fois  monodromes  et  monogènes,  mais  encore  à  celles  qui  sont  mono- 
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(Ironies  sans  être  monogènes.  Telles  sont,  en  particulier,  les  for- 
mules (10)  et  (n)  de  la  page  a63.  En  conséquence,  on  peut  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Théorème.  --  Soit  z  Vajjixe  variable  d'un  point  mobile;  nommons  Z 

une  fonction  de  z  qui  reste  monodrome  dans  le  voisinage  de  tout  point 

situé  à  l'intérieur  d'une  certaine  aire  S  ou  sur  le  contour  de  cette  aire,  et 

ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  pour  aucun  point  de  ce  contour.  Soient 

d'ailleurs 

C,    C,    C",     ... 

ceux  des  points  de  l'aire  S  qui  ont  pour  ajjixes  des  racines  de,  l'une  des 
équations 

(0  Z  =  o, 

(2)  4=°> 


7  représentons  par 


Z 


s       s'       s" 


des  éléments  de  l'aire  S,  dont  chacun  renferme  un  seul  des  points  singu- 
liers 

Enfin  soient 

(3)  (S)  =  AÏZ 

lu  variation  intégrale  de  \Z,  dans  le  cas  où  le  point  mobile  dont  z  est 
l'a  /fixe  décrit  le  contour  entier  de  l'aire  S,  et 

(s),     (s'),     (s"),      ... 

ce  que  devient  (S),  quand  à  l'aire  S  on  substitue  les  aires  s,  s',  s'",  .... 
On  aura 

(4)  (S)  =  (s)-Ks')-h(s')-k... 

On  peut  généralement,  à  l'aide  de  la  formule  (4),  calculer  avec 
facilité  la  variation  intégrale  (S)  en  réduisant  les  aires  élémentaires 
(s),  (s'),  (s"),  . . .  à  celles  de  très  petits  cercles  qui  aient  pour  centres 
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les  points  C,  C,  C",  ....  Alors,  si  la  fonction  Z  est  monogène,  et  si  le 
point  mobile  tourne  autour  de  l'aire  S  avec  un  mouvement  de  rotation 
direct,  on  trouvera 

(•">)  (s)  =  27rAi, 

//  étant  le  nombre  des  racines  égales  à  c,  prises  avec  le  signe  •+-  ou 
avec  Le  signe  —,  suivant  que  ces  racines  appartiennent  à  l'équa- 
tion (i)  ou  à  l'équation  (2).  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(6)  I  =  27li, 

c'est-à-dire  si  l'on  représente  par  I  la  variation  intégrale 

Aï- 
correspondante  à  l'aire  d'un  très  petit  cercle  dont  le  centre  serait  le 
pôle  même,  on  aura  simplement 

(7)  (s)  =  AI. 

Concevons  maintenant  que  la  fonction  Z  cesse  d'être  monogène, 
mais  reste  monodrome.  L'équation  (4)  continuera  de  subsister;  et 
l'on  pourra  encore  déterminer  les  variations  intégrales  (s),  (s'), 
(s"),  ...  en  opérant  comme  on  va  le  dire. 

Soit  p  le  rayon  du  cercle  infiniment  petit  qui  a  pour  centre  le 
point  C.  L'affixe  variable  s  du  point  mobile,  assujetti  à  parcourir  la 
circonférence  de  ce  cercle,  sera  de  la  forme 

et  la  valeur  correspondante  de  Z  sera  de  la  forme 

(8)  Z=RP, 

P  étant  une  fonction  de  v>,  qui,  pour  une  valeur  nulle  de  p,  vérifiera 
généralement  une  équation  de  la  forme 

(9)  Al>  =  hAv, 

li  étant  une  quantité  entière  positive,  nulle  ou  négative.  Cela  posé,  on 
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tirera  de  l'équation  (8) 

(m)  (3)  =  iAP, 

et,  eu  égard  à  la  formule  (9), 

(h)  (s)  =  AI. 

Si  l'on  suppose 

z  =  x  -t- y i,        Z  =  X ■+-  Y\, 

x,  y,  X,  i"  étant  réels,  et  si  d'ailleurs  la  fonction 

U  =  DxXl)yY-  Dy.I  \)x  Y 

ne  se  réduit  pas  à  zéro,  on  aura  généralement 

(12)  h  —  ±  1 , 

le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  +■  ou  au  signe  —,  suivant 

que  Usera  positif  ou  négatif. 

Nous  montrerons,  dans  un  prochain  article,  comment  les  principes 

que  nous  venons  d'exposer  peuvent  être  appliqués  à  la  détermination 

du  nombre  des  systèmes  de  valeurs  de  ce,  y  propres  à  vérifier  deux 

équations  simultanées 

X=o,         Y  —  o. 


558. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  les  variations  intégra/es 
ries  fonctions  (suite). 

C.  R.,  T.  XL  p.  8oi  (9  avril  i855). 

J'ai,  dans  les  précédentes  séances,  en  considérant  les  variations 
intégrales  des  logarithmes  des  fondions,  établi  divers  théorèmes  qui 
s'appliquent  avec  avantage  à  la  résolution  des  équations  algébriques 
ou  transcendantes;  mais  à  ces  théorèmes  on  peut  joindre  encore  un 
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grand  nombre  de  propositions  qui  paraissent  dignes  d'être  remar- 
quées. Je  me  bornerai  à  en  indiquer  ici  quelques-unes. 

Théorème  I.  —  Soit  z  l ' affixe  d'un  point  mobile;  soient  encore  u  et  v 
deux  fonctions  de  z,  dont  chacune  reste  monodrome  dans  le  voisinage 
de  tout  point  situé  à  l'intérieur  d'une  certaine  aire  S,  ou  sur  le  contour 
de  cette  aire,  et  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  pour  aucun  point  de  ce 
contour.  Enfin  désignons  à  l'aide  de  la  notation 

A~\Z 

la  variation  intégrale  que  subit  le  logarithme  d'une  fonction  Z  de  z-, 
tandis  que  le  point  mobile  dont  l' affixe  est  z  décrit,  avec  un  mouvement 
direct,  le  contour  entier  de  l'aire  S.  Si,  en  chaque  point  de  ce  contour,  le 

rapport  -  offre  un  module  inférieur  à  l'unité,  on  aura 
(i)  AÏ(»  +  r)  =  AI«. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  la  différence 


i  +  - 

a 


entre  le  premier  et  le  second  membre  de  la  formule  (i)  sera  nulle, 
attendu  que  l'argument  principal  de  la  somme  i  h —  ne  pourra  de- 
venir égal  à  ±  -. 

Corollaire.  —  Soient 

s  =  rp 

i 

et  ^0  une  valeur  particulière  de  r-.  Posons  d'ailleurs,  pour  abréger, 
I  =  2-rri;  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

(2)  AÏ(*-S0)  =  I, 

si,  en  chaque  point  du  contour  de  l'aire  S,  le  module  r  de  z  surpasse 
constamment  le  module  r0  de  s0;  et 

(3)  AÏ(*-s,)  =  o, 

si,  en  chaque  point  du  contour  de  l'aire  S,  le  module  r  est  constam- 
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mont  inférieur  au  module  r0  de  z0.  Au  reste,  les  formules  (2)  et  (3) 
pourraient  encore  se  déduire  du  théorème  I  de  la  page  260. 

On  déduit  immédiatement  du  théorème  1  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.   —  Soit  z  l  affixe  d'un  point  mobile.  Nommons  Z  une 

fonction  de  z  qui  s'évanouisse  pour  z  =  c,  et  reste  monodronie  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  c  attribuée  à  la  variable  z.  Soient  d'ailleurs  s  l'aire 
et  p  le  rayon  d'un  très  petit  cercle  qui  renferme  le  point  C,  dont  i  affixe 
est  c;  calculons,  pour 

les  valeurs  des  divers  termes  de  la  suite 

a, ,     l)p£,     ijpZ,,      .  .  .; 
et  soit,  parmi  ces  termes, 

le  premier  de  ceux  qui  ne  s'évanouissent  pas  quand  on  pose  p  =  o.  Enfin, 
représentons  par  P  la  valeur  du  produit 

e"™'  DïZ 

Y 

correspondante  à  une  valeur  nulle  de  p.  Si,  en  résolvant  par  rapport  à  la 
clef 

l'équation 

(4)  P  =  o, 

qui  sera  généralement  du  degré  in  en  co,  on  obtient  pour  valeurs  de  ta 
des  quantités  géométriques  dont  les  modules  soient  tous  distincts  de 
l'unité,  on  aura,  en  nommant  m  le  nombre  de  ceux  qui  surpasseront 
l'unité,  et  (s)  la-  variation  intégrale  de  \Z  correspondante  au  contour 
entier  de  l'aire  s, 

(5)  (s)  =  (n  — m)l. 

Corollaire.  --  Si  l'on  an  =  i,  et  si  d'ailleurs  on  pose 

z  r=  x  -f-  ji,  Z  --    I   H-  Ti, 
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m,  y,  X,  Fêtant  réels,  on  trouvera 

/>  =  eCTi(D,Zcosra  +  iByZ  s'mrn)  —  ^(J)XZ  —  i  DyZ)  +  DXZ+  iDyZ. 

Donc  alors  l'équation  (4),  réduite  à 

,       I)rZ  +  iDyZ 
W  +DxZ-iDyZ-°' 

offrira  deux  racines  dont  le  module  commun  aura  pour  carré  le 
module  du  rapport 

D^Z  +  iDyZ       Î)XA  —  DyF+i(DyX+Dxr) 
DXZ  -  i  DyZ  ~  \)XA  -hDyr—i(l)yA  -DXV)' 

et  pour  quatrième  puissance  le  rapport 

(D^J-  l)yr)2+(DyX+DxJ/)3 
(Da!X-HDrr)î-H(Dy.r-D:er)2' 

qui  est  inférieur  ou  supérieur  à  l'unité,  suivant  que  la  différence 

DXA  I)yr-DyA'Dxy 

est  positive  ou  négative.  Par  suite  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (5), 
dans  le  premier  cas,  m  =  o, 

(6)  (s)=I; 
dans  le  second  cas,  m  =  i, 

(7)  (8)=-I- 

On  sera  donc  ainsi  ramené  aux  formules  (i  i)  et  (12)  de  la  page  270. 
On  déduit  encore  aisément  du  théorème  I  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soit 

(8)  f(Z,*) 

une  fonction  des  deux  variables  Z,  z,  qui  reste,  par  rapport  à  chacune 
d' elles,  non  seulement  monodrorne,  mais  aussi  monogène  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  particulières  et  finies 

z  =  c,         Z  —  C, 

OEuvres  de  C.  —   S.  I,   t.  XII.  35 
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simultanément  attribuées  à  ces  variables.  Supposons  d'ailleurs  que,  pour 
ces  mêmes  valeurs,  on  ait 

(9)  Dzî(Z,z)  =  K, 

K  désignant  une  constante  finie.  Si  celle  constante  n'est  pas  nulle,  alors, 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z  —  c,  l'équation 

(10)  t{Z,z)-t{C,c)  =  o 

fournira  une  valeur  de  Z  très  voisine  de  C,  qui  sera  une  fonction  mono- 
drome  et  mono  gène  de  la  variable  z. 

Démonstration.  —  Posons 

u  =  î{Z,z)  -  f(  C,  z),         v  =t{C,z)~  f(  C,  c), 

ce  qui  permet  de  présenter  l'équation  (10)  sous  la  forme 

«  +  v  =  o. 

En  considérant  la  différence  z  —  c  comme  une  quantité  infiniment 
petite  du  premier  ordre,  on  obtiendra  pour  v  une  autre  quantité  infi- 
niment petite  dont  l'ordre  sera  un  nombre  entier.  Soit  n  cet  ordre; 

tandis  que  z  —  c  convergera  vers  zéro,  le  rapport  — —  convergera 

(Z         C) 

vers  une  limite  finie  k  distincte  de  zéro,  et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

s  —  c  =  pm,        z  —  C  —  R,„ 

v  u       _ 

(z-cy  ~~ tp'       z^c  ~    ^' 

alors,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  des  différences 

■i  se  réduira  sensiblement  au  module  de  k  et  A  au  module  de  A";  par 
conséquent  le  module  de  -  se  réduira  à  un  produit  de  la  forme 


/    *  6Pa 


G  étant  une  constante  positive  sensiblement  égale  au  module  x  du 
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rapport  y  Cela  posé,  concevons  que  l'on  attribue  à  z  une  valeur  très 
voisine  de  c,  par  conséquent  une  valeur  à  laquelle  corresponde  une 
très  petite  valeur  du  module  p,  et  qu'en  prenant  pour  centre  le  point 
dont  l'affîxe  est  C  on  décrive  autour  de  ce  point  un  très  petit  cercle 
dont  le  rayon  fi  soit  au  produit  xp"  dans  un  rapport  supérieur  à 
l'unité,  par  exemple  dans  le  rapport  de  2  à  1;  enfin  nommons  s  l'aire 
de  ce  même  cercle.  Pour  de  très  petites  valeurs  de  p,  le  rapport  (n), 
c'est-à-dire  le  module  de  -■>  sera  sensiblement  égal  au  rapport 


xp«  __  1 
~R~~  2' 

il  sera  donc  inférieur  à  l'unité,  et  par  suite,  en  supposant  les  varia- 
tions intégrales  relatives  au  contour  de  l'aire  s,  on  aura  (théorème  I) 

(12)  AÏ(«-1-C)=:AÏU. 

Mais,  d'autre  part,  la  valeur  de  u  étant 

et  le  module  A  étant  sensiblement  égal  au  module  de  K  qui,  par 
hypothèse,  diffère  de  zéro,  on  aura 

A1AC(,  =  0, 
AÏ«  =  AÏ(Z—  C)  =  l. 

Donc  la  formule  (12)  donnera 

(i3)  AÏ(«  +  ?)  =  I, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

04)  AÏ[f(Z,*)-f(C,c)]  =  I. 

Donc,  eu  égard  au  théorème  I  de  la  page  260,  l'équation  (10),  résolue 
par  rapport  à  Z,  offrira,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  z  —  c, 
une  racine  très  voisine  de  C,  et  n'en  offrira  qu'une  de  cette  espèce. 


276  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE. 

Do  plus,  en  vertu  de  la  formule 

(l5)  /?=2X0", 

R  sera  infiniment  petit  en  même  temps  que  p;  pareillement,  si  z,  s# 
sont  très  voisins  de  c,  et  Z,  Zt  de  C,  Z,  —  Z  sera  infiniment  petit  en 
même  temps  que  r-,  —  z.  Donc  la  racine  Z  de  l'équation  (10)  sera, 
dans  le  voisinage  de  z  =  c,  une  fonction  monodrome  de  z.  Enfin, 
f(Z,  z)  étant  par  hypothèse  une  fonction  non  seulement  monodrome, 
mais  aussi  monogène  des  variables  z,  Z,  et  la  dérivée  D^f^Z,  z)  se 
réduisant,  pour  les  valeurs  z  —  c,  Z  =  C  de  ces  variables,  à  une  con- 
stante finie  K  différente  de  zéro,  la  valeur  de  DZZ,  tirée  de  la  for- 
mule (10),  savoir 

D,f(Z,«) 


(16)  D,Z: 


Dz{(Z,z)' 


sera  elle-même,  quand  z  différera  très  peu  de  c,  et  Z  de  C,  une  fonc- 
tion monodrome  de  z.  Donc,  en  définitive,  et  sous  les  conditions 
énoncées  dans  le  théorème  III,  l'équation  (10)  fournira  une  valeur 
de  Z,  très  voisine  de  C,  qui  sera  une  fonction  monodrome  et  mono- 
gène de  la  variable  z. 

Corollaire.    —    Si   les  valeurs   particulières  c,   C,   attribuées  aux 
variables  z,  Z,  vérifient  l'équation 

f(Z,s)  =  o, 

la  formule  (10)  sera  réduite  à  cette  équation  même.  Cela  posé,  le 
théorème  1  entraine  évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.   —  Si  i\Z,  z)  est  une  fonction  toujours  monodrome  et 
mono  gène  des  variables  z,  Z,  la  valeur  de  Z  tirée  de  l'équation 

(>7)  f(Z,.a)  =  o, 

et  correspondante  à  une  valeur  de  z,  qui,  en  demeurant  finie,  varierait 
par  degrés  insensibles,  ne  pourra  cesser  d'être  une  fonction  monodrome 
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et  mono  gène  de  z  qu'au  moment  où  se  vérifiera  l'une  des  conditions 

(18)  Z=-, 

o 

(19)  D*f(Z,*)  =  of 

(20)  î)zï(Z,z)  = 


[ 


0 


j4/o™  aussi  la  valeur  de  s,  tirée  de  l'équation  (17),  et  correspondante  à 
une  valeur  de  Z  qui,  en  demeurant  finie,  varierait  par  degrés  insensibles, 
ne  pourra  cesser  d  être  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  Z  qu'au 
moment  où  se  vérifiera  l'une  des  conditions 

(21)  z  =  -, 

o 

(22)  D.J{Z,z)—o, 

(23)  Dzf(Z,z)=L. 

Corollaire.  —  Lorsqu'une  fonction  Z  de  s  se  réduit  pour  z  =  c  à 
une  constante  finie  C,  et  reste  monodrome  et  monogène  pour  des 
valeurs  de  z  voisines  de  c,  elle  est,  pour  ces  mêmes  valeurs,  dévelop- 
pable  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  z  —  c,  en  sorte  qu'on  a 

(24)  Z—  C  =  a{z  —  c)  +  b(z  —  c)*  +  ... 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  a  .5  )  Z  -  C  —  a  (  z  -  c  )  —  b  (  z  —  c  )  ■  —  .  .  .  =  o . 

Or,  si  l'on  réduit  la  fonction  f(Z,z)  au  premier  membre  de  la  for- 
mule (5),  alors  des  conditions  (21),  (22),  (23)  la  seconde  sera  la 
seule  que  l'on  puisse  vérifier  en  posant  z  =  cf  Z  =  C,  et  même,  pour 
qu'elle  se  vérifie  alors,  il  sera  nécessaire  que  la  constante  a  s'éva- 
nouisse, ou,  en  d'autres  termes,  que,  z  —  c  étant  une  quantité  infi- 
niment petite  du  premier  ordre,  Z  —  C  soit  une  quantité  infiniment 
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petite  d'un  ordre  supérieur.  Cela  posé,  le  théorème  II  entraînera 
évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Si  une  fonction  Z  de  z  se  réduit  pour  z  =  c  à  une  con- 
stante finie  C,  et  reste  monodrome  et  monogène  pour  des  valeurs  de  z 
voisines  de  c,  réciproquement  z  considéré  comme  fonction  de  Z,  et  assu- 
jetti à  prendre  pour  Z  =  C  la  valeur  finie  c,  sera,  pour  des  valeurs  de  Z 
voisines  de  c,  monodrome  et  monogène,  pourvu  que,  z  —  c  étant  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  Z  —  C  soit  encore  un  infiniment  petit  de 
cet  ordre. 

Lorsque  dans  l'équation  (24)  la  constante  finie  C  diffère  de  zéro, 
on  peut  développer  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  z  —  c,  non  seulement  la  fonction  Z,  mais  aussi 

la  fonction  -^  et  par  suite  l'intégrale 


rz  dz 


En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Lorsqu'une  fonction  Z  de  z  se  réduit  pour  z  =  c  à 
une  constante  finie  distincte  de  zéro,  et  reste  monodrome  et  monogène 
pour  des  valeurs  de  z  voisines  de  c,  l'intégrale 

f-z 

est  elle-même,  pour  des  valeurs  de  z  voisines  de  c,  une  fonction  mono- 
drome et  mono  gène  de  z. 

Supposons  maintenant  la  variable  z  liée  à  la  variable  /  par  une 
équation  de  la  forme 

(27)  D,z  =  Z, 

/  étant  une  fonction  implicite  de  z  déterminée  par  la  formule  (17)- 
Si,  t  étant  une  valeur  particulière  et  finie  de  t,  on  nomme  c  la  valeur 


EXTRAIT  N°  558.  279 

correspondante  de  l'intégrale  s  de  l'équation  (27),  on  aura 


£ 


dz 

z   =< 


Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  des  théorèmes  IV  et  VI  la  pro- 
position suivante  : 

Théorème  VII.  —  Si,  f(Z,  z)  étant  une  fonction  toujours  monodro nu 
et  mono  gêne  des  variables  z,  Z,  on  suppose  Z  lié  à  z  par  la  formule 

(17)  f(Z,*)  =  o, 

l'intégrale  z  de  V équation  différentielle 

(27)  Btz  =  Z 

ne  pourra  cesser  d'être  une  fonction  monodrome  et  monogêne  de  l  qu'au 
moment  où  l'on  aura 

(28)  z—-, 

o 

ou  bien  encore  au  moment  où,  des  deux  fonctions 

(29)  Z,      DyJ{Z,Z), 

l'une  acquerra  soit  une  valeur  nulle,  soit  une  valeur  infinie. 

Corollaire  I.  —  Si  f(Z,  z)  est  une  fonction  entière  de  z  et  de  Z, 
alors,  en  nommant  m  le  degré  de  la  plus  haute  puissance  de  z  dans 
f(Z,  z),  on  aura 

(30)  f(Z,  z)  =  PZ'»+  OZ'»-'  +  ...+  £/Z*+  VZ-h  W, 

P,  Q,  . . . ,  U,  V,  W7  étant  des  fonctions  entières  de  la  seule  variable  z. 

Alors  aussi  la  dérivée  Dzf(Z,  z)  étant  elle-même  une  fonction  entière 

des  variables  z,  Z  ne  pourra  devenir  infinie  que  pour  des  valeurs 

infinies  de  ces  variables  ou  de  l'une  d'entre  elles;  enfin  la  valeur  de  Z 

fournie  par  l'équation 

f(Z,.s)  =  o 

ne  pourra  devenir  infinie,  si  z  reste  finie,  qu'au  moment  où  le  coeffi- 
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cient  P  s'évanouira;  et,  quand  Z  sera  nul,  on  aura  nécessairement 
W=  o.  Donc  alors  l'intégrale  Z  de  l'équation  (27)  ne  pourra  cesser 
d'être  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  /  qu'au  moment  où 
cette  intégrale  vérifiera  l'une  des  trois  conditions 

(28)  z=-, 

o 

(30  P  =  o, 

(3a)  W  =  o, 

ou  bien  encore  la  condition  fournie  parle  système  des  deux  équations 

(33)  f(Z,*)  =  o,         D*f(Z,*)  =  o. 

Remarquons  d'ailleurs  que  le  cas  où  le  premier  membre  f(Z,  z)  de 
l'équation  (17)  serait  une  fonction  rationnelle  des  variables  Z,  z  peut 
toujours  être  ramené  au  cas  où  ce  premier  membre  est  une  fonction 
entière,  puisqu'on  peut  toujours  passer  du  second  cas  au  premier  en 
faisant  disparaître  les  dénominateurs. 

Corollaire  II.  Lorsque  le  coefficient  P  est  indépendant  de  la 
variable  z,  on  peut  le  supposer  réduit  à  l'unité,  et  il  n'est  plus  pos- 
sible de  satisfaire  à  la  formule  (3i);  il  en  serait  encore  de  même  si 

les  coefficients 

Q,     ...,     U,     V,     W 

étaient  tous  divisibles  algébriquement  par  P.  Dans  le  cas  contraire, 
Z  deviendra  infini  pour  des  valeurs  finies  de  z  pour  lesquelles  on  aura 
P  =  o.  Soit  c  l'une  de  ces  valeurs.  Quand  z  —  c  deviendra  infiniment 
petit,  Z  devenu  infiniment  grand  se  réduira  au  produit  d'un  facteur 
fini,  mais  distinct  de  zéro,  par  une  expression  de  la  forme 

(a-c)IS 

l'exposant  ix  étant  négatif.  Donc  cet  exposant  ne  sera  point  de  l'une 
des  formes 


I 

I 

>      1 

I  ■+-  - 

II 

/l 

qu'il  devrait  revêtir  (n  étant  entier),  pour  que  la  fonction  s  de  /  ne 
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cessât  pas  d'être  monodrome  et  monogène.  Donc,  si  l'intégrale  s  de 
l'équation  (27)  ne  cesse  jamais  d'être  monodrome  et  monogène,  le 
coefficient  P  de  Zm  dans  l'équation  (17)  pourra  être  supposé  réduit  ii 
l'unité,  et  cette  équation  même  a  la  forme 

(  34  )  Zm+  OZ""1  +  . . .  +  £/Z2  +  VZ  ->rW  —  o, 

Q,  . . . ,  U,  V,  W  étant  des  fonctions  entières  de  ^. 

Il  reste  à  joindre  aux  formules  (28),  (32),  (33)  les  conditions  qui 
expriment  que  l'intégrale  z  de  l'équation  (27)  ne  cesse  pas  d'être  une 
fonction  monodrome  et  monogène  de  /,  quand  on  attribue  à  /  wwc 
valeur  finie  voisine  de  l'une  de  celles  pour  lesquelles  se  vérifie  ou 
l'une  des  formules  (28),  (32),  ou  le  système  des  équations  (33), 
C'est  ce  que  nous  ferons  dans  un  prochain  article, 


559. 

Analyse  algébrique.  —  Sur  la  transformation  des  fondions  implicites  en 
fonctions  monodromes  et  monogènes,  et  sur  les  développements  de  ces 
fonctions  en  séries  convergentes. 

C.  K.,  T.  XL,  p.  .S;S  (16  avril  r855  l. 

La  formule  de  Lagrange  permet  de  développer  sous  certaines  con- 
ditions une  fonction  implicite  d'une  variable  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable.  Mais  elle  sup- 
pose que  la  valeur  de  la  fonction,  correspondante  à  une  valeur  nulle 
de  la  variable,  est  la  racine  simple  d'une  équation  linéaire.  Quand,  au 
contraire,  cette  valeur  est  une  racine  multiple  d'une  équation  algé- 
brique ou  transcendante,  la  formule  de  Lagrange  cesse  d'être  appli- 
cable. Toutefois  on  peut  souvent,  dans  ce  cas  là  même,  développer 
encore  la  fonction  en  une  série  convergente,  en  suivant  la  méthode 
que  M.  Puiseux  a  exposée  dans  ses  recherches  sur  les  fonctions  alsré- 

OEuvres  de  C.  —  S.  1,  t.  XII.  36 
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briques,  et  qui  l'ont  conduit  à  un  théorème  digne  d'être  remarqué. 
D'après  ce  beau  théorème,  si,  en  égalant  à  zéro  une  fonction  mono- 
drome  et  monogène  de  z  et  Z,  on  obtient  une  équation  qui,  résolue  par- 
rapport  à  Z,  offre,  pour  une  certaine  valeur  c  de  s,  n  racines  égales 
entre  elles,  chacune  de  ces  racines  pourra  être  développée  suivant  les  puis- 
sa nées  ascendantes  d'une  nouvelle  variable  dont  une  puissance  entière 
sera  précisément  égale  à  z  —  c.  La  méthode  suivie  par  M.  Puiseux 
fournit  successivement  les  divers  termes  dont  se  composent  les  déve- 
loppements des  racines,  et  embrasse,  en  raison  de  cette  circonstance 
même,  une  série  d'opérations  dont  le  système,  soumis  à  une  discus- 
sion lumineuse,  amène  définitivement  le  théorème  ci-dessus  énoncé. 
Mais  la  grande  utilité  de  ce  théorème  et  les  nombreuses  applications 
qu'on  en  peut  faire  étaient  un  motif  de  désirer  qu'on  pût  en  donner 
une  démonstration  rapide  et  simple.  D'autre  part,  toute  fonction 
d'une  variable  indépendante  qui  reste  monodrome,  monogène  el 
finie,  quand  on  attribue  à  la  variable  un  module  inférieur  à  une 
certaine  limite,  est  alors  développable  en  une  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable;  et,  réci- 
proquement, la  somme  d'une  série  de  ce  genre  est  monodrome  cl 
monogène  tant  qu'elle  demeure  convergente.  Donc,  pour  démontrer 
le  théorème  de  M.  Puiseux,  il  suffit  d'établir,  comme  je  vais  le  faire 
ici,  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soit  f(Z,  3)  une  fonction  qui  s' évanouisse  quand  on 
attribue  aux  variables  z,  Z  les  valeurs  particulières  c,  C,  et  qui,  pour  des 
videurs  voisines,  demeure  monodrome  el  mono  gène.  A  celles  des  racines 
égales  de  V équation 

(i)  \\Z,c)=o, 

qui  ont  pour  valeur  commune  la  constante  C,  correspondront  des  racines 
de  i équation 

(2)  f(Z,  z)  =  o, 

qui,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  z  —  c,  offriront  des  valeurs 
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de  Z  très  voisines  de  C.  Nommons  Z,  l'une  de  ces  racines,  et  Z.,,  Z.., ...,  Zn 

celles  qui  lai  sont  associées  comme  termes  d'une  même  substitution  circu- 
laire du  degré  n,  en  sorte  que  V accroissement  'i~  attribué  à  l'argument 
de  la  variable  z  transforme  Z,  en  Z2,  Z2  en  Z.,,  . .  . ,  Z„_,  en  Z,t,  et  Z„ 
en  Z, .  Si  l'on  pose 

(3  )  z  —  c  =  u", 

chacune  des  racines 

Z,,     Z2,     ...,     Z, 

sera  une/onction  monodrome  et  mono  gêne  de  la  variable  u,  dans  le  voi- 
sinage d'une  valeur  nulle  de  cette  variable. 

Démonstration.  —  Chacune  des  racines 

étant  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  z,  et  à  plus  forte 
raison  de  u,  dans  le  voisinage  de  toute  valeur  de  z  très  voisine  de  c, 
mais  distincte  de  c,  par  conséquent,  dans  le  voisinage  d'une  valeur 
de  u  très  voisine  de  zéro,  mais  distincte  de  zéro,  il  reste  seulement  à 
montrer  que  ces  racines  sont  encore  des  fonctions  monodromes  et 
monogènes  de  a  dans  le  voisinage  d'une  valeur  nulle  de  //;  et,  poul- 
ie prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que  chacune  d'elles  et  sa  dérivée 
relative  h  s  reprennent  leurs  valeurs  primitives,  quand  l'argument  p 
de  u  croît  de  la  circonférence  i~.  Or  effectivement,  en  vertu  de  la 
formule  (3),  si  l'on  fait  croître  //  fois  de  suite  l'argument  /;  de  la 
quantité 

2  - 

■ —  ? 
u 

l'accroissement  correspondant  de  z  —  c  sera  chaque  fois  égal  à  2tc; 
donc  la  racine  Z,  sera  successivement  remplacée  par  Z '.,,  puis  par 
Z3,  ...,  puis  par  Zn,  puis  elle  reprendra  sa  valeur  primitive,  quand 

l'accroissement  définitif  et  total  de  p  sera  le  produit  de  —  par  //, 

c'est-à-dire  2-.  Ajoutons  qu'on  pourra  en  dire  autant  de  la  dérivée 
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de  /,,  attendu  que  la  dérivée  do  Z  est  généralement  liée  aux  variables 

-,  Z  par  la  formule 

ÙZ-      D'f<^*> 

(4)  '~  ~î)zf{Z,z)' 

dans  laquelle  le  dénominateur  \)zî(Z,z)  diffère  de  zéro  quand  on 
attribue  à  :■  —  c  et  à  Z  —  C,  non  plus  des  valeurs  nulles,  mais  des 
valeurs  infiniment  petites. 

Si,  ^  —  c  étant  considéré  comme  infiniment  petit  du  premier  ordre. 
/  —  Ces!  un  infiniment  petit  de  l'ordre  fractionnaire 

f*  —  —  ' 

m 

m  étant  premier  à  /,  le  nombre  n  sera  évidemment  égal  à  m  ou  à  un 
multiple  de  /». 
A  cette  remarque  on  peut  joindre  encore  la  suivante  : 
Si  V  représente  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (2)  qui,  asso- 
ciées les  unes  aux  autres  dans  une  ou  plusieurs  substitutions  circu- 
laires, se  réduisent  à  C  pour  z  —  c,  on  pourra  toujours  réduire  ces 
N  racines  à  tics  fonctions  d'une  nouvelle  variable  //,  qui,  pour  de  très 
petites  valeurs  de  u,  restent  monodromes  et  monogènes;  et,  pour  y 
parvenir,  il  suffira  de  poser 

(5)  z-~c  =  u», 

en  prenant  pour  n  le  produit  des  entiers  inférieurs  à  N  qui  seront  on 
des  nombres  premiers  ou  des  puissances  de  nombres  premiers. 

Je  montrerai,  dans  un  prochain  article,  comment,  en  s'appuyant  sui- 
tes considérations  précédentes,  on  peut  résoudre  la  question  posée  à 
la  fin  du  précédent  Mémoire  (page  281). 
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560. 

Analyse  mathématique.    —   Sur  les  compteurs  logarithmiques. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  ioog  (3o  avril  iSVj). 

Tandis  que  les  logarithmes  réels  des  nombres  permettent  de  sim- 
plifier notablement  les  calculs  numériques,  on  peut,  dans  la  haute 
Analyse,  tirer  un  parti  avantageux  des  logarithmes  imaginaires;  et 
pour  déterminer,  dans  une  équation  algébrique  ou  même  transcen- 
dante, le  nombre  des  racines  réelles  ou  imaginaires  qui  satisfont  à 
certaines  conditions,  il  est  très  utile  de  recourir  à  ce  que  j'appellerai 
les  compteurs  logarithmiques.  Je  me  propose  ici  d'en  donner  une  idée 
en  peu  de  mots. 

Soient 

(  i  )  z  =  x  +  y  i 

l'affixe  d'un  point  mobile  P;  z',  z"  deux  valeurs  particulières  de  z, 
qui  représentent  les  affixes  des  extrémités  M  et  N  d'une  certaine 
ligne  droite  ou  courbe  MN  décrite  par  ce  point  mobile,  et  s  Tare 
mesuré  sur  cette  ligne  dans  le  sens  du  mouvement,  à  partir  d'une 
origine  fixe  A;  soient  enfin  s',  s"  les  valeurs  de  s  correspondantes  aux 
points  M  et  N.  Tandis  que  l'affixe  z  du  point  mobile  P  et  les  coordon- 
nées rectangulaires  x,  y  liées  à  z  par  l'équation  (i)  varieront,  avec 
l'arc  s,  par  degrés  insensibles,  le  logarithme  népérien  \z  variera  lui- 
même,  et  ne  pourra  changer  brusquement  de  valeur  qu'à  une  époque 
où  l'argument  principal  de  z,  ayant  atteint  l'une  de  ses  deux  limites  tc 
ou  —  tt,  passera  de  l'une  à  l'autre;  par  conséquent,  à  une  époque  où, 

x  étant  négatif,  le  rapport  -  changera  de  signe  en  passant  par  l'in- 
fini. Cela  posé,  en  considérant  le  rapport  —  comme  fonction  de  s, 

nommons  A'  la  somme  des  indices  de  ce  rapport  correspondants  à  des 
valeurs  négatives  de  x,  et  indiquons,  à  l'aide  de  la  lettre  caractéris- 
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tique  A,  placée  devant  les  logarithmes  népériens 

\z    et    U, 

dont  le  second  varie  avec  z  par  degrés  insensibles,  les  variations  inté- 
grales qu'acquièrent  ces  logarithmes,  tandis  que  le  point  mobile  P 
décrit  la  ligne  MN.  La  variation  logarithmique  Aïs  sera  évidemment 
liée  à  la  variation 

(2)  l\s  =  lz"—\z' 
par  la  formule 

(3)  Aïs  =  Mz  +  Kl, 
la  valeur  de  I  étant 

(4)  I  =  27Ti. 

De  plus,  comme,  en  désignant  par  c  un  facteur  constant,  on  aura 
généralement 

(5)  AÏ(cs)  =  AÏ5, 

si  dans  la  formule  (3)  on  remplace  z  par  —  z,  on  trouvera 

(6)  ALs  =  Al(— *)+A",I, 

Kt  étant  la  somme  des  indices  du  rapport  -  correspondants  à  des 
valeurs  positives  de  x;  puis  on  tirera  des  formules  (3)  et  ((">) 

Als-f-Al(— s) 


(7)  Als  = 

la  notation 


2  J  \yy 


2 
s 


ï(î) 


exprimant  l'indice  intégral  de  -  entre  les  limites  s  =  s',  s  =  s",  c'est- 
à-dire  la  somme  des  indires  du  rapport  -  correspondants  aux  divers 
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points  où  la  ligne  MN  rencontre  l'axe  des  x.  D'autre  part,  comme,  en 
«lesignant  par  a,  b  deux  quantités  algébriques  et  supposant 

(  8  )  c  =.  a  -h  b  i , 

on  aura 

es  =  ax  —  by  -+-  (a  y  -+-  b.r)\, 

on  tirera  encore  des  formules  (5)  et  (7) 

(9)  Ai,  =  Ai(«)4.Ai(-«)  +  r''(°*-b.rY 

2  2  t)    \ay  -+-  i.rj' 


puis  on  en  conclura,  en  posant  c  =  i, 
(,o)  tI;  =  AI[^)+M-i«) 


iflfâ- 


Des  formules  (7)  et  (10),  comparées  l'une  à  l'autre,  on  déduit  immé- 
diatement l'équation 


<■■)    IteHtë) 


A1(U)4-A1(— U)  —  AU  — Al(-c) 


dont  le  second  membre  dépend  uniquement  des  alfixes  s',  z"  des 
points  M,  N  et  conserve  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  nature 
<lc  la  ligne  droite  ou  courbe  décrite  par  le  point  mobile  P.  Le  pre- 
mier membre  doit  donc  être  lui-même  indépendant  de  la  nature  de 
celle  ligne.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  u  ou  le  rapport  —  ou  une 

fonction  réelle  quelconque  de  l'arc  s,  assujettie  à  varier  avec  cet  arc, 
tant  qu'elle  ne  devient  pas  infinie,  par  degrés  insensibles,  et  si  l'on 
nomme  u',  u"  les  valeurs  de  u  correspondantes  aux  valeurs  s',  s"  de  s, 
on  aura  généralement 

de  sorte  qu'entre  les  limites  s  =  s',  s  —  s"  l'indice  intégral  de  u,  joint 
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à  celui  de  ->  donnera  pour  somme  zéro,  si  u',  «"sont  des  quantités 
de  même  signe,  et  —  i  ou  +  i  dans  le  cas  contraire,  savoir  :  -h  i  si, 
//'  étant  négatif,  u"  est  positif;  —  i  si,  //'  étant  positif,  u"  est  négatif. 
Ajoutons  que,  si  U,  F  désignent  deux  fonctions  entières  de  s,  et  W 
le  reste  qu'on  obtient  en  divisant  algébriquement  U  par  V,  on  aura 
évidemment 


(i3) 


Soit  maintenant 
(i4)  Z=  1  +  Y\ 

une  fonction  de  z  qui  demeure  monodrome  dans  le  voisinage  d'un 
point  quelconque  de  la  ligne  MN  décrite  par  le  point  mobile  P.  On 
tirera  de  la  formule  (7),  en  y  remplaçant  ^  par  Z, 


(!.-,) 


AIZ: 


A1Z  +  Al(-Z) 


G  m- 


Si  la  ligne  MN  se  transforme  en  un  polygone  ou  en  une  courbe  fermée 
qui  serve  de  contour  à  une  certaine  aire  S,  alors,  le  point  N  se  con- 
fondant avec  le  point  M,  les  variations  intégrales  A IZ,  A  1(—  Z)  s'éva- 
nouiront, et  l'équation  (i5)  donnera 


(16) 


AIZ 


:-z=ki(0 


Enfin,  si  la  fonction  Z  de  ^  est  non  seulement  monodrome,  mais  aussi 
monogène  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  l'aire  S  ou  de 
son  contour  MN,  et  si  d'ailleurs,  en  décrivant  ce  contour,  le  point 
mobile  P  tourne  autour  de  l'aire  S  avec  un  mouvement  de  rotation 
direct,  chacun  Av^  membres  de  l'équation  (16)  représentera  la  diffé- 
rence qu'on  obtient  quand,  après  avoir  déterminé,  pour  chacune  des 
deux  équations 

(17)  Z-_3o, 


(18) 


Z       °' 
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le  nombre  des  racines  propres  à  exprimer  les  affîxes  de  points  ren- 
fermés dans  l'aire  S,  on  retranche  du  nombre  de  celles  qui  appar- 
tiennent à  la  première  équation  le  nombre  de  celles  qui  appartiennent 
à  la  seconde. 

II  est  bon  d'observer  que,  dans  l'équation  (16),  I  représente  la 
variation  intégrale  A\z  correspondante  au  contour  d'une  aire  qui 
renfermerait  le  pôle.  En  conséquence,  si  l'on  nomme  (S)  la  valeur 
commune  des  deux  membres  de  l'équation  (16),  on  aura  non  seu- 
lement 

S  — s' 

mais  encore 

(20)  (g)=  , 

A  U 

les  variations  intégrales  AIZ,  Aïs  étant  relatives,  l'une  au  contour 
de  l'aire  S,  l'autre  au  contour  d'une  aire  qui  renfermerait  le  pôle. 
Ajoutons  que  la  formule  (20)  continuera  de  subsister  si  les  mouve- 
ments de  deux  points  mobiles  assujettis  à  décrire  les  deux  contours 
dont  il  s'agit,  au  lieu  d'être  l'un  et  l'autre  directs,  sont  tous  deux 
rétrogrades. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  Z  reste  monodrome,  monogène  et  finie 
en  chaque  point  de  l'aire  S,  la  quantité  (S)  déterminée  par  la  for- 
mule (19)  ou  (20)  est  précisément  le  nombre  de  celles  des  racines 
de  l'équation  (17)  qui  sont  propres  à  représenter  les  affîxes  de  points 
renfermés  dans  l'aire  S.  Pour  ce  motif,  nous  désignerons  la  quan- 
tité (S)  sous  le  nom  de  compteur  logarithmique.  Cela  posé,  on  pourra 
énoncer  les  deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  la  fonction  de  z,  représentée  par  Z,  reste  mono- 
drome, monogène  et  finie,  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de 
l'aire  S,  le  compteur  logarithmique  (S),  déterminé  par  l'équation  (19) 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  37 
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ou  (20),  exprime  le  nombre  de  celles  des  racines  de  l'équation 

Z  —  o, 

qui  sont  les  ajjixes  de  points  renfermés  dans  l aire  S. 

Théorème  II.  —  Lorsque  la  fonction  de  z,  représentée  par  Z,  reste 
monodrome  et  monogène  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de 
l'aire  S,  le  compteur  logarithmique,  déterminé  par  l'équation  (19)  ou 
(20),  est  la  différence  des  deux  nombres  qu'on  obtient  en  cherchant  com- 
bien de  racines,  représentées  par  des  affixes  de  points  renfermés  dans 
l'aire  S,  appartiennent  d'une  part  à  l'équation  Z  =  o,  d'autre  part  à 
/  équation  —  =  o. 

Ajoutons  que,  si  la  fonction  Z  se  décompose  en  deux  facteurs  U,  V, 
dont  le  second  'ne  devienne  jamais  nul  ni  infini  en  aucun  point  du 
contour  de  l'aire  S,  on  pourra,  dans  la  recherche  du  compteur  loga- 
rithmique, substituer  la  fonction  U  à  la  fonction  Z. 

Ajoutons  encore  que,  si,  le  contour  de  l'aire  S  étant  composé  de  di- 
verses parties,  les  parties  correspondantes  de  la  variation  intégrale  AÏs 
sont  deux  à  deux  égales  au  signe  près,  mais  affectées  de  signes  con- 
traires, le  compteur  logarithmique  (S)  se  réduira  simplement  à  zéro. 

De  la  première  remarque,  jointe  au  premier  théorème,  on  conclut 
immédiatement  (voir  la  page  267)  que  toute  équation  algébrique  du 
degré  n  admet  n  racines  réelles  ou  imaginaires,  égales  ou  inégales. 

De  la  seconde  remarque  jointe  au  second  théorème,  on  déduit 
immédiatement  une  proposition  établie  par  M.  Liouville,  qui  est  rela- 
tive aux  fonctions  doublement  périodiques,  et  que  l'on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

Théorème  III.  —  Soient  z  Vaffixe  d'un  point  mobile,  et  x,  y  deux 
coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  mesurées  sur  deux  axes  qui,  pas- 
sant par  le  pôle,  forment  avec  l'axe  polaire  les  angles  o  et  y ,  en  sorte 
qu'on  ait 

(21)  z  —  i<fx-\-iyLy. 
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Soil,  de  plus,  Z  une  /onction  monodrome  et  monogène  de  z,  qui  ne  varie 
pas  quand  on  attribue  à  la  variable  x  i  accroissement  a,  ou  à  la  variable  y 
l' accroissement  b.  Si  l'on  nomme  S  l'aire  d'un  parallélogramme  dont  les 
côtés,  représentés  par  a  et  b,  soient  respectivement  parallèles  aux  axes 
des  x  et  des  y,  et  ne  renferment  aucun  point  dont  iaffixe  soit  racine  de 
l'une  des  équations 

Z  —  o,         -z  =  °> 

le  nombre  des  points  pour  lesquels  se  vérifiera  la  première  équation,  sera, 
dans  l'intérieur  du  parallélogramme,  égal  au  nombre  des  points  pour 
lesquels  se  vérifiera  la  seconde. 

Je  joindrai  ici  une  dernière  observation.  Si  Z  est  une  fonction 
entière  de  z  du  degré  n,  on  pourra,  en  opérant  comme  je  l'ai  fait 
dans  le  Mémoire  de  i83i,  déduire  de  la  formule  (19),  jointe  aux 
équations  (12)  et  (i3),  le  nombre  m  des  racines  de  l'équation  Z  ==  o 
correspondantes  à  des  points  renfermés  dans  l'aire  S,  lorsque  le  con- 
tour de  cette  aire  se  transformera  en  un  polygone  rectiligne  ou  curvi- 
ligne dont  chaque  côté  sera  ou  une  ligne  droite  ou  un  arc  de  cercle. 
Toutefois,  si  l'on  suit  la  marche  indiquée  dans  le  Mémoire  cité,  alors, 
dans  chacune  des  fractions  rationnelles  dont  les  indices  serviront  à 
déterminer  le  nombre  m,  les  deux  termes,  réduits  à  des  fonctions 
entières  d'une  seule  variable,  seront  généralement  du  degré  n  quand 
il  s'agira  d'un  côté  rectiligne  du  polygone,  et  du  degré  in  quand  un 
côté  se  transformera  en  un  arc  de  cercle.  Les  principes  ci-dessus 
exposés  permettent  de  réduire,  dans  le  second  cas,  le  degré  in  au 
degré  n.  Pour  montrer  comment  cette  réduction  s'opère,  concevons 
que,  Z  étant,  une  fonction  entière  de  z  du  degré  n,  on  demande  le 
nombre  m  de  celles  des  racines  de  l'équation  Z  =  o  qui  corres- 
pondent à  des  points  situés  dans  l'intérieur  du  cercle  qui  a  pour 
rayon  le  module  r,  et  pour  centre  le  point  dont  l'afïîxe  est  c.  Pour 
chacun  des  points  situés  sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  l'aifixe  z 

sera  de  la  forme 

z  =  c  +  rp  =  c  +  re'", 
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et,  en  posant 


p 
t  =  tang  —  > 

°   2 

on  aura 

(22) 

I  -+-  t\ 

z  =  c  -\-  r r 

1  —  t\ 

Cela  posé,  si  l'on  prend 

(23) 

T—(i  —  t\)"Z, 

T  sera  évidemment  une  fonction  entière  de  /  du  degré  n.  D'ailleurs 
on  pourra  aux  limites  —  -,  -+-  iï  de  la  variable  p  faire  correspondre 
les  limites  —  oo,  -+-  oo  de  la  variable  t;  par  conséquent  l'équation  (19) 
jointe  à  l'équation  (23)  donnera 

,    ,%  AÏT  —  n  AÏO  —  t\) 

(24)  m  —  -  -, 

chaque  variation  intégrale  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  /  com- 
prises entre  les  limites  t  =  —  00,  f  =  oo.  Mais  on  aura  entre  ces 
limites 

AÏ(i  —  fi)  =  Al(i  —  ti)=  —  7ri  = 

2 

Donc  la  formule  (24)  donnera 

(2.5)  m—  -  H —  • 

2  1 

Si  maintenant  on  pose 

(26)  T=U+Vi, 

U,  Tétant  deux  quantités  algébriques,  on  tirera  de  la  formule  (25), 
jointe  à  l'équation  (io), 


/  : 


,  n        A](T)  +  Al(-  T)        1      .,     (U\ 


^  ^—  1 


et  il  est  clair  que,  dans  l'équation  (27),  U,  F  seront,  ainsi  que  T,  des 


fonctions  de  /  entières  et  du  degré  n. 
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561. 

Analyse  algébrique.  —  Sur  le  dénombrement  des  racines  qui,  dans  une 

équation   algébrique   ou    transcendante,   satisfont   à    des  conditions 

données. 

C.  R.,  T.  XL,  p.  i329  (-2j  juin  i855). 

Comme  je  l'ai  remarqué  dans  de  précédents  Mémoires,  les  diverses 
racines  réelles  ou  imaginaires  d'une  équation  algébrique  ou  trans- 
cendante peuvent  être  censées  représenter  les  affixes  de  points  situés 
dans  un  certain  plan,  et  le  nombre  de  celles  qui  correspondent  à  des 
points  compris  dans  un  contour  donné  est  exprimé  par  le  compteur 
logarithmique.  D'ailleurs,  ce  compteur  peut  être  déterminé  à  l'aide 
des  indices  des  fonctions,  et  par  conséquent  le  dénombrement  des 
racines  qui  satisfont  à  des  conditions  données  peut  être  réduit  à  la 
détermination  de  ces  indices.  Effectivement,  le  calcul  des  indices 
fournit  un  moyen  simple  d'aborder,  pour  une  équation  algébrique, 
les  deux  problèmes  que  j'ai  résolus  en  i8i3  et  en  i83i  ('),  savoir  : 
le  dénombrement  des  racines  positives,  des  racines  négatives  et  des 
racines  réelles  ou  imaginaires  qui  représentent  les  affixes  de  points 
renfermés  dans  un  contour  limité  par  des  droites  ou  des  arcs  de 
cercle. 

D'autre  part,  l'indice  intégral  d'une  fraction  rationnelle  entre  des 
limites  données  peut  se  déduire,  ou  de  la  considération  des  poly- 
nômes que  fournit  la  recherebe  du  plus  grand  commun  diviseur 
algébrique  entre  les  deux  termes  de  la  fraction  et  des  propriétés 
que  possèdent  ces  polynômes,  spécialement  de  celles  que  M.  Sturm 
a  signalées  le  premier  et  appliquées  au  dénombrement  des  racines 
réelles,  ou,  comme  l'a  fait  M.  Hermite  dans  un  Mémoire  (2)  qui  m'a 

(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 

(2)  Dans  ce  beau  Mémoire,  M.  Hermite  déterminait  aussi  le  nombre  des  systèmes  de 
valeurs  réelles  de  x  et  de  y  qui,  étant  comprises  entre  des  limites  données,  vérifient 
deux  équations  algébriques  en  x  et  j  . 
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toujours  paru  digne  d'être  remarqué,  de  la  considération  de  certaines 
équations  d'une  forme  particulière  et  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles. 

La  méthode  suivie  par  M.  Hermite,  et  appliquée  par  lui-même  au 
dénombrement  des  racines  réelles,  évite  les  divisions.  A  la  vérité,  les 
résultats  immédiatement  fournis  par  elle  diffèrent  au  premier  abord 
des  résultats  plus  simples  que  fournit  la  méthode  de  M.  Sturm , 
quand,  avec  M.  Sylvester,  on  débarrasse  chaque  polynôme  du  divi- 
seur constant  introduit  par  la  division  algébrique.  Mais  on  peut 
revenir  des  uns  aux  autres,  et  un  artifice  de  calcul  dont  la  simplicité 
a  frappé  M.  Hermite,  auquel  je  le  communiquais,  peut  être  utilement 
mis  en  œuvre  pour  cette  transition  que  M.  Hermite  m'a  dit  avoir 
effectuée  de  son  côté.  D'ailleurs  les  principes  sur  lesquels  s'appuie  la 
nouvelle  méthode  se  déduisent  avec  facilité  de  plusieurs  théorèmes 
déjà  connus;  on  pourrait  dire  qu'elle  consiste  dans  l'emploi  de  théo- 
rèmes nouveaux  qui  sont  des  conséquences  directes  des  premiers. 
J'ai  cru  qu'il  ne  serait  pas  sans  intérêt  d'énoncer  avec  précision  ces 
divers  théorèmes,  d'en  simplifier,  autant  que  possible,  les  démon- 
strations, enfin  d'appeler  l'attention  des  géomètres  sur  les  rapports 
qui  existent  entre  eux,  sur  l'extension  qu'on  peut  leur  donner,  sur 
les  nombreuses  applications  auxquelles  ils  se  prêtent.  Tel  est  l'objet 
spécial  du  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie.  Je 
me  bornerai  pour  l'instant  à  le  résumer  en  peu  de  mots. 

D'après  la  règle  de  Descartes,  dans  une  équation  dont  le  premier 
membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  l'in- 
connue, le  nombre  des  racines  positives  est  tout  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  de  signe,  et  le  nombre  des  racines  négatives 
au  nombre  des  permanences  de  signe  entre  les  coefficients  des 
diverses  puissances  pris  consécutivement  et  deux  à  deux. 

Si  quelques  coefficients  s'évanouissent,  chacun  d'eux  pouvant  être 
à  volonté  considéré  comme  positif  ou  comme  négatif,  le  nombre  des 
permanences  pourra  dépendre  des  signes  qui  leur  seront  attribués, 
et  admettre,  en  raison  de  cette  dépendance,  une  valeur  maximum 
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ainsi  qu'une  valeur  minimum.  La  différence  entre  ces  deux  valeurs  sera 
égale  ou  inférieure  au  nombre  des  racines  imaginaires  \voir  l' Analyse 
algébrique,  p.  5ip  (')],  pourvu  toutefois  que  l'équation  donnée  n'ait 
pas  des  racines  nulles. 

De  ce  théorème  fondamental  on  déduit  immédiatement  les  deux 
propositions  suivantes,  dont  la  première  était  connue  depuis  long- 
temps : 

Théorème  I.  —  Dans  une  équation  algébrique  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles  et  distinctes  de  zéro,  les  coefficients  de  deux  puissances  consé- 
cutives de  l'inconnue  ne  peuvent  disparaître  simultanément,  et  quand  un 
coefficient  s'évanouit,  les  deux  coefficients  voisins  sont  affectés  de  signes 
contraires. 

Théorème  II.  —  Représentons  par 

A  x,     A  2,      ...,      An_t,     A.  n 

des  fonctions  réelles  et  entières  de  x,  la  dernière  Xn  étant  telle,  que  les 
racines  réelles  de  i équation 

(i)  -T«=o, 

comprises  entre  les  limites  x  —  x' ,  x  =  x",  soient  des  racines  simples  qui 
ne  réduisent  pas  X„_,  à  zéro.  Soit  encore  0  une  fonction  entière  de  x  et  6 
déterminée  par  la  formule 

(2)  0  =  9»—  X10»-,  +  X2ô"-2-...  +  (-i)"-'X„_10+(—  i)»A\.    ■ 

Si,  pour  toute  valeur  réelle  de  x  comprise  entre  les  limites  x',  x" ,  les 
n  racines  de  l' équation 

(3)  0  =  o, 

résolue  par  rapport  à  l'inconnue  0,  sont  constamment  réelles,  l'accroisse- 
ment que  subira  le  nombre  des  permanences  entre  les  termes  de  la  suite 

(4)  l  j       ^u      -^î»       •••>      ^n-i>      -^ny 
'(')  OEuvres  de  Cauchf,  S.  II,  T.  III,  p.  3a4- 
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quand  on  passera  de  la  limite  x  —  x'  à  la  limite  x  =  x",  sera  précisé- 
ment la  valeur  de  l'indice  m  déterminé  par  la  formule 


(5) 


ni  = 


X  =  X" 

-  3  l3?> 


Corollaire  I.  —  Pour  que  l'équation  (3)  soit  du  nombre  de  celles 
dont  les  racines  ne  cessent  jamais  d'être  réelles,  il  suffit  que  ±0 
soit  ce  que  devient  la  résultante  algébrique  de  fonctions  réelles  et 
entières  de  x,  représentées  par  les  divers  termes  d'un  tableau  à 
double  entrée  dont  chaque  ligne  horizontale  ou  verticale  renferme 
n  termes  différents,  quand  on  retranche  l'inconnue  Ô  de  chacun  des 
termes  situés  sur  une  diagonale,  si  d'ailleurs  ce  tableau  n'est  pas 
modifié  quand  on  échange  les  lignes  horizontales  contre  les  lignes 
verticales;  par  conséquent,  il  suffit  que  ±0  soit  la  résultante  d'un 
tableau  de  la  forme 


■M 


—  d,    »,„ 


(6) 


'Î,l5 


52,2  ^> 


9n,2j 


•  •  >       s2,n  * 
.  . ,        .  •  . , 


5[x,>v  étant  une  fonction  entière  de  x  dont  la  forme  dépende  des 
nombres  £/.,  v  et  redevienne  la  même  quand  on  échange  entre  eux 
les  indices  [jl,  v.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si,  s^  étant  de 
la  forme  e^-o,  le  tableau  (6)  se  réduit  au  suivant  : 


(7) 


Si, 
8,-0, 


•  »        S2«— 2  "• 

Corollaire  IL  —  On  doit  remarquer  le  cas  particulier  où,  dans  le 
tableau  (7),  sv  est  une  fonction  linéaire  de  x,  par  conséquent  de  la 
forme 


av,  />v  étant  deux  coefficients  réels.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple, 
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si,  a-,,  oc.2,  ...,  xn,  étant  les  racines  réelles  on  imaginaires,  supposées 
inégales,  d'une  certaine  équation 

(8)  u  =  o, 

dont  tous  les  coefficients  sont  réels,  on  pose 

(9)  •v=*i«i+May  —  x*)  +  A-,j"'2+v(j:  —  ar,)+..  .4-  ^^"(a?  —  a;„), 

pétant  réel  en  même  temps  que  x^,  et  X^,  Xy  étant, deux  quantités 
géométriques  conjuguées  en  même  temps  que  a^,  ay.  Supposons, 
pour  plus  de  commodité,  le  coefficient  de  .r„  dans  u  réduit  à  l'unité, 
en  sorte  qu'on  ait 

(io)  u  =  x"  -+-  alx"~[  -+-  aîx'l-'l-\- .  .  . -f-  a„. 

Posons  d'ailleurs 

(n)  •sv  =  kix\+  À'2^  +  .  .  .+  knx)r 

Désignons  par  sv  la  résultante  du  tableau 

iSo,  *1,  •  •  ■  ,  *V— 1  , 

Sl,  S.2,  •  •  • ,  A'v, 

1    •  •  >  •*'  •••»  ••» 

\    ^v  — 1>  *V>  •  •  ■>  *2V— 2> 

et  par  6V  la  résultante  du  tableau 

iS0,  S,,         .  .  .  ,       Sv-1, 

S,,  6.2,        .  .  .  ,       Sv, 

i    . .,  . . ,       .  .  . ,      .  ., 

\     *V— 1»         Sv>  •  •   •  5         S2V— 2  > 

on  aura,  en  admettant  pour  valeur  de  *v  celle  que  détermine  la  for- 
mule (9), 

04)  -i"n  =  S„=8„aï,u 

et 

-'«  — 1  Xl  ,  X2  ,  ,  ZH 


(15) 


i'X  11  UL  JL.  1  «X-  4-C  •> 


xv  désignant  une  quantité  qui,  pour  une  valeur  réelle  de  u\,  sera 

O^HtTfj^eC.—  s.  1,  t.  xu.  38 
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réelle  et  affectée  du  même  signe  que  k^x[,  par  conséquent  du  même 
signe  que  £v  ou  kvœ^  suivant  que  /  sera  pair  ou  impair.  Cela  posé,  si 
l'on  nomme  u,  une  fonction  entière  de  x  déterminée  par  la  formule 


(16) 


II  ils  UU  \  *As  \JL  9  3C  JL    »: 


et  ±  0  la  résultante  du  tableau  (7),  l'équation  (3)  sera  du  nombre 
de  celles  auxquelles  s'appliquera  le  théorème  I,  la  valeur  de  l'indice  m 
étant,  pour  des  valeurs  paires  de  /, 


07>  »'=;t(ï> 

et,  pour  des  valeurs  impaires  de  /, 


(18)  m  — 


=1(7} 


X  —  X 


Ajoutons  qu'en  vertu  des  équations  (9)  et  (1 1)  la  valeur  générale 
de  sv  dans  le  tableau  (7)  sera  de  la  forme 

(19)  9V=5/+V.r  —  Sz+v+i. 

Pour  tirer  des  formules  qu'on  vient  d'établir  le  parti  le  plus  avan- 
tageux, et  en  déduire,  avec  le  moins  de  calcul  possible,  l'indice 
intégral 


m 


il  convient  de  joindre  au  théorème  II  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème II,  et  la  valeur  de  sv  étant  déterminée  par  le  système  des  formules  (9) 
et  (11),  le  théorème  II  continuera  d'être  applicable,  quand  on  prendra 
pour  ±  0  la  résultante  du  tableau  (7),  après  avoir  remplacé  générale- 
ment dans  ce  tableau  sv  par  a'sv,  a  étant  un  coefficient  réel. 
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Corollaire.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  coefficient  a 
soit  positif.  Si  les  quantités  de  la  forme 


sont  toutes  distinctes  de  zéro,  pour  chacune  des  valeurs  se',  x"  attri- 
buées à  la  variable  x,  alors,  pour  de  très  petites  valeurs  du  coeffi- 
cient a,  on  aura  sensiblement 

(20)  A-v,  =  a2"-2A-vjr{/(x',)2, 

u'.t  étant  ce  que  devient  u'  —  \)xii  quand  on  y  pose  x  =  xy,  et 

(21)  *  ^  =«*<*-"  Sv. 

Cela  posé,  en  attribuant  au  coefficient  a  des  valeurs  suffisamment 
petites,  on  conclura  de  la  formule  (20)  que  l'équation  (5)  peut  être 
réduite  à  l'équation  (17)  ou  (18),  ce  que  l'on  savait  déjà,  puis  de 
la  formule  (21)  que,  dans  la  recherche  de  l'indice  m  déterminé  par  la 
formule  (18),  on  peut  à  la  suite  (4)  substituer  la  suivante  : 

(22)  I,       S,,        S2,        .  .  .,       S„. 

En  conséquence,  l'indice  m  déterminé  par  l'équation  (17)  sera 
précisément  l'accroissement  que  subira  le  nombre  des  permanences 
de  signe  dans  la  suite  (22)  quand  x  passera  de  la  valeur  x  à  la 
valeur  x". 

Si  l'on  suppose  en  particulier  x'  =  —  ce,  x"  =  ce,  l'indice  ni  sera 
la  différence  entre  le  nombre  des  permanences  de  signe  et  le  nombre 
des  variations  de  signe  dans  la  suite 

(23)  1,     S„     Sg,     . . .,     -S„. 
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562. 

Calcul  des  résidus.   —   Considérations  nouvelles  sur  les  résidus. 
C.  R.,  T.  XLI,  p.  41  (9  juillet  i855). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  considère  sous  un  nouveau  point  de  vue 
les  résidus  des  fonctions  et  les  définit  comme  il  suit  : 

Lorsqu'une  fonction  ï(z)  de  l'affixe  z  devient  infinie  pour  une 
valeur  c  de  cette  affîxe,  mais  demeure  monodrome  et  monogène  pour 
des  valeurs  voisines  de  c,  le  résidu  partiel  de  f(z)  relatif  à  la  racine  e 
de  l'équation 

est  la  moyenne  is'otropique  entre  les  diverses  valeurs  du  produit 

(z-c)f(z) 

correspondantes  à  un  module  constant  et  très  petit,  mais  à  des  argu- 
ments divers  de  la  différence  z  —  c,  de  sorte  qu'en  représentant  par 
C  cette  différence  on  a 

f^  =  .*[;f(t+;)]. 

Cette  définition  étant  admise,  on  établit  aisément  les  diverses  pro- 
positions et  formules  que  fournit  le  Calcul  des  résidus,  et  qui  peuvent 
être  si  utilement  appliquées  à  un  grand  nombre  de  questions  diverses, 
particulièrement  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —Soient 

z  l'affixe  d'un  point  mobile; 

f(s)  une  fonction  qui  demeure  monodrome  et  mono  gène  pour  tous  les 

points  de  l'aire  renfermée  entre  deux  contours  FGH,   KLM  dont  le 

second  enveloppe  le  premier  de  toutes  parts; 
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c,  c' ,  c",  ...  les  affxes  des  points  singuliers  compris  dans  cet  le  aire  et 
pour  lesquels  on  a 

s  l'aire  renfermée  dans  le  contour  FGH  ; 
S  l'aire  renfermée  dans  le  contour  KLM; 
(s)  l'intégrale  j  f(s)  dz  étendue  à  tous  les  points  du  contour  FGH  qu'un 

point  mobile  est  supposé  décrire  en  tournant  autour  de  l'aire  s  avec  un 

mouvement  de  rotation  direct; 
(S)  ce  que  devient  la  même  intégrale  quand  on  substitue  le  contour  KLM 

au  contour  FGH  ; 
u  la  valeur  de  z  correspondante  à  un  point  quelconque  du  contour  FGH  ; 
v  la  valeur  de  z  correspondante  à  un  point  quelconque  du  contour  KLM  ; 
w  la  valeur  de  z  correspondante  à  un  point  situé  entre  les  deux  contours. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

la  valeur  de  I  étant 

I  = -2  7r  i, 
on  aura 

(2)  <?-U  =     £    [{(„)). 

Corollaire.  —  Si,  dans  l'équation  (2),  on  remplace  f(<v)  par  le  rap- 
port 

f(«0 


alors,  en  supposant  le  point  dont  FafFixe  est  z  renfermé  entre  les  deux 
contours  FGH,  KLM,  et  ayant  égard  à  la  formule 


on  aura 

tv  —  1' 

(f(H')j 


(3)  .  f(;)=V')_l)+      r 


C'     S—   »- 
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563. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  une  formule  1res  simple  et  1res  générale 
qui  résout  immédiatement  un  grand  nombre  de  problèmes  d'Analyse 
déterminée  et  d'Analyse  indéterminée. 

C.  R.,  T.  XLII,  p.  36G  (25  février  i856). 

La  considération  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  m'a  conduit 
à  divers  théorèmes,  puis  à  une  formule  très  simple,  qui,  en  raison 
des  nombreuses  applications  qu'on  en  peut  faire,  m'a  paru  digne 
d'être  rémarquée,  et  que  je  vais  établir. 

Considérons  d'une  part  m  variables 

■^ »    J  '    ^'     •  •  •  i    *> 
d'autre  part  n  fonctions  linéaires  et  homogènes 

II,         !',         W,  .  .   .,        S 

de  ces  mêmes  variables.  Les  valeurs  de  ces  fonctions  seront  fournies 
par  n  équations,  desquelles  on  pourra  tirer  les  valeurs  de  quelques- 
unes  des  variables 

"^"»      J'y      ~i       •  •  •  »       *"> 

exprimées  en  fonctions  des  autres  variables,  et  des  termes  de  la  suite 

II,      V,      w,       ...,      s. 

Pour  y  parvenir,  on  tirera  de  la  première  équation  la  valeur  d'une 
variable  xK,  puis  on  la  substituera  dans  les  autres  équations.  Si, 
par  cette  substitution,  toutes  les  variables  ne  sont  pas  éliminées  en 
même  temps  que  x{,  on  tirera  d'une  seconde  équation  la  valeur  d'une 
seconde  variable  x2,  . . . ,  et  en  continuant  de  la  sorte,  on  substituera 
aux  équations  données,  d'une  part,  des  équations  qui  détermineront 
certaines  variables 
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dont  le  nombre  sera  v,  en  fonction  de  m  —  v  autres  variables 

~,'  v,"  ~* 

•-As     ^  tAs      •  t*.         *  ■    •    •    • 

et  des  termes  de  la  suite 

«>     c,     »v,      ...,     «; 

d'autre  part,  si,  v  étant  inférieur  à  n,  n  —  v  diffère  de  zéro,  n  —  v  équa- 
tions de  condition  linéaires  et  homogènes  entre  les  fonctions 

II,     i>,     w,      ...,     s. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  variables 

jc,      y,    .  Z)      .  .  .  y     1 

étant  prises  pour  clefs  anastrophiques,  si  l'on  pose 

S2  =  avw.  . .  s, 

le  produit  symbolique  \Ù\  sera  identiquement  nul,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  valeurs  attribuées,  dans  le  développement  de  \û\,  aux 
produits  symboliques  partiels  qui  auront  pour  facteurs  //  tenues  de 

la  suite 

■r,    y,     z,      . .  . ,     t. 

Dans  le  cas. contraire,  en  laissant  indéterminée  la  valeur  de  chacun 
de  ces  produits  partiels,  on  obtiendra  une  valeur  de  |Q|  qui  renfer- 
mera une  ou  plusieurs  indéterminées,  dont  l'une  sera  précisément  la 
valeur  attribuée  au  produit  symbolique 

Cela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propositions  suivantes  : 
Théorème  I.   —  Etant  données  n  équations  qui  exprime///  n  quantités 

en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m  variables 

J'y      y>       ^>        •  •  •  »       '? 

posons 

£2  z=i  uvw. . .  s; 
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et  concevons  que,  les  variables  x,  y,  s,  ...,  t  étant  prises  pour  clefs 
anastrophiques,  on  laisse  indéterminée  dans  le  produit  |  £2  (  la  valeur  de 
chacun  des  produits  partiels  formés  avec  quelques-unes  des  clefs  x,  y, 
z,  ...,/.//  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  le  coefficient  de  chaque 
produit  partiel,  par  conséquent  de  chaque  indéterminée,  sera  identique- 
ment nul,  et  l'on  trouvera  ainsi 

|û|=o; 

ou  la  râleur  générale  de  |  û  |  ne  sera  pas  nulle.  Dans  le  premier  cas,  les 
fonctions 

II,        V,        W,         ...,       5 

vérifieront  une  ou  plusieurs  équations  de  condition  linéaires  et  homo- 
gènes; et,  si  l'on  nomme  l  le.  nombre  de  ces  équations  de  condition,  on 
pourra,  des  équations  données,  tirer  les  valeurs  de  plusieurs  variables 

dont  le  nombre  sera 

v  =  n  —  /, 

exprimées  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  autres  variables 

x',      x",     a-'",      ... 

et  des  termes  de  la  suite 

II,      (>,      w,      .  . . ,     s. 

Dans  le  second  cas,  les  équations  de  condition  dont  nous  venons  de  parler 
disparaîtront,  et  les  n  équations  données  détermineront  les  valeurs  de 
n  variables 

X j,      X.,,       .  .  . ,      x n, 

prises  dans  la  suite 

j  ,     i ,     z,     . . . ,     i, 

en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m  —  n  autres  variables 


et  des  termes  de  la  suite 

n,     c,     w,     . . . ,    s. 

Théorème  II.   —   Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  premier 
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théorème,  concevons  que  l'on  assujettisse  les  variables  x,  y,  z,  . . . ,  t  à 
vérifier  les  équations 

(1)  M  =  O,  i'  =  O,  IT'  =  O,  ...,  .V  =  O. 

Si  l'on  a\Q\  =  o,  quelques-unes  de  ces  équations  se  déduiront  des  autres, 
et  par  suite  le  nombre  v  des  variables 

qu'elles  détermineront,  sera  inférieur  à  n.  Si,  au  contraire,  le  produit 
symbolique  \Q\  n'est  pas  identiquement  nul,  les  équations  (i)  détermi- 
neront n  variables 

en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m  —  n  autres  variables 

,j       r."       ,.'" 

dont  chacune  restera  indéterminée  ;  et,  pour  que  des  valeurs  de 

£,     y,     s,      ...,     I, 

propres  à  vérifier  les  équations  (i),  soient  aussi  générales  quelles  doivent 
l'être,  il  suffira  qu'elles  renferment  des  indéterminées  distinctes  dont  le 
nombre  ne  puisse  s'abaisser  au-dessous  de  m  —  n.  Or  c'est  précisément  ce 
qui  arrivera  si  l'on  pose 

(2)  a?  =  |ûa?|,        ,y  =  \Qy\,  ...,  f  =  |Q*|. 

/Jonc  les  solutions  les  plus  générales  des  équations  (i)  seront  données  par- 
les formules  (2).  Ajoutons  que,  si  l'on  nomme  r  une  fonction  linéaire 
et  homogène  des  variables  x,  y,  z,  ...,  /.  on  aura,  en  supposant  ces 
variables  déterminées  par  les  équations  (1), 

(3)  r  =  |Ûr|. 

Cette  dernière  formule  peut  à  elle  seule  remplacer  les  équations  (2)  que 
l'on  en  déduit,  en  prenant  successivement  pour  r  chacune  des  variables  x, 
y,  z,  .. .,  /. 

OEuvres  de  C.   —    S.  I,  t.    XII.  6<J) 
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On  peut  appliquer  utilement  le  deuxième  théorème  et  la  formule 
générale  qu'il  nous  offre,  c'est-à-dire  la  formule  (3),  à  un  grand 
nombre  de  questions  diverses,  spécialement  à  la  résolution  des 
équations  linéaires  homogènes  ou  non  homogènes,  déterminées  ou 
indéterminées,  à  l'élimination  des  variables  entre  des  équations 
algébriques  de  degrés  quelconques,  à  la  détermination  des  restes 
successifs  que  produit  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes,  etc.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Supposons  d'abord  que  l'on  donne  à  résoudre  n  équations  linéaires, 
essentiellement  distinctes  et  homogènes,  entre  n  -h  i  variables 

x,    y,    z,     ...,    t. 

Ces  équations  seront  de  la  forme 

(l)  u  =  o,  i'  =  o,  w  =  o,  ...,         s  —  o, 

//,  e,  w,   . . . ,  s  désignant  n  fonctions  linéaires  et  homogènes  des 

n  -+-  i  variables 

x,    y  y     -u,      .  .  . ,     t  ; 

et,  si  l'on  pose 

£2  —  uvw.  . .  s, 

le  produit  symbolique  \ù\  ne  sera  pas  nul.  Cela  posé,  si  l'on  nomme 
r  une  nouvelle  fonction  linéaire  et  homogène  de  x,  y,  z,  ...,  t,  le 

produit  svmbolique 

|Qr| 

sera  de  la  forme 

k\xyz...t\, 

k  désignant  une  constante  déterminée;  et  si,  en  laissant  indéterminée 
la  valeur  attribuée  au  produit  symbolique 

\xyz...t\, 

on  désigne  cette  valeur  par  t,  la  formule  (3)  donnera 

(4)  ■  r  =  kz. 
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Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose  les  équations  (2)  réduites  aux 
suivantes 

(  3ï  +  2y+    z  =  o, 

(5) 

(     x  -+-  ô y  4-  iz  =  o, 

et  si  d'ailleurs  on  prend 

/•  =  ax  -+-  Qy  -+-  y  z, 

on  aura 

lQl  =  \y*\  — 5  \zx\  +  i\xy\> 

I  i2 /•  |  =  ( a  —  5 S  -1-  7 y)  |  j?j- |  ; 

puis,  en  laissant  indéterminée  la  valeur  du  produit  symbolique  |#y~|, 
et  désignant  cette  valeur  par  t,  on  tirera  de  la  formule  (3) 

(6)  /-  =  (a_5g  +  7y)r. 

Si,  dans  l'équation  (6),  on  suppose  la  fonction  r  successivement 
réduite  à  x,  puis  à  y,  puis  à  z,  cette  équation  donnera 

(7)  x  —  z>       y  —  —  5-,        z  —  -]t. 

Telles  sont  les  valeurs  générales  de  x,  j,  z  propres  à  résoudre  les 
équations  (5).  Il  sulïira,  d'ailleurs,  d'attribuer  à  l'indéterminée  z 
une  valeur  entière  pour  obtenir  les  solutions  en  nombres  entiers. 

Si  l'on  attribue  à  l'une  des  variables  x,  y,  z,  ...,  /  une  valeur 
déterminée,  les  équations  données  seront  linéaires  par  rapport  aux 
variables  restantes,  mais  cesseront  d'être  homogènes,  et  les  valeurs 
des  variables  restantes  se  déduiront  immédiatement  de  la  formule  (3). 
Ainsi,  cette  formule  sert  encore  à  résoudre  n  équations  linéaires,  mais 
non  homogènes,  entre  n  variables. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  donne,  entre  deux 
variables  x,  y,  les  équations 

(    Sx  +  2V  =  I, 

(8) 

(      x  -+-  5 y  =  2. 

Il  suffira,  pour  obtenir  ces  équations,  de  poser  s  =  —  1  clans  les  for- 
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mules  (5).  D'ailleurs,  en  posant  z  —  —  i,  on  tirera  des  formules  (7), 

t  = j  et,  par  suite, 

1  5 

(9)  *=-y'      y=y 

Telles  sont  effectivement  les  valeurs  de  x,  y  qui  satisfont  aux  équa- 
tions (8). 

On  déduirait  pareillement  de  la  formule  (3)  les  valeurs  de  m  incon- 
nues x,  y,  z,  ...,  l  déterminées  par  m  équations  linéaires,  mais  non 
homogènes,  et  l'on  retrouverait  ainsi  les  formules  générales  qui  four- 
nissent ces  valeurs. 

Supposons  maintenant  que,  les  équations  données  étant  linéaires 
et  homogènes,  la  différence  n  —  m  entre  le  nombre  m  des  variables 
et  le  nombre  n  des  équations  surpasse  l'unité.  Alors  le  nombre  des 
indéterminées,  dans  les  valeurs  générales  des  variables,  ne  pourra 
s'abaisser  au-dessous  de  m  —  n.  D'ailleurs, 

m(m  —  1). .  .{m  —  n-t-i) 

(10)  yv=r 

1  . 2 .  .  .n 

étant  le  nombre  des  produits  que  l'on  peut  former  avec  m  facteurs 

pris  n  à  //,   les  formules  (2)  et  (3)  pourront  introduire  dans  les 

valeurs  de 

x,    y,    z,     ...,     t, 

et  dans  la  valeur  de  r,  N  indéterminées;  mais,  sans  diminuer  la  géné- 
ralité de  ces  valeurs,  on  pourra  égaler  à  zéro  plusieurs  indéterminées 
et  réduire  ainsi  leur  nombre  à  m  —  n,  pourvu  toutefois  qu'on  ne 
demande  pas  de  résoudre  les  équations  linéaires  données  en  nombres 
entiers. 

Concevons  maintenant  que,  les  coefficients  de  x,  y,  z,  . . . ,  t  dans 
les  fonctions  u,  v,  w,  . . . ,  s  ayant  des  valeurs  entières,  on  propose  de 
résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  (2),  et  supposons  d'abord 
m  —  n  =  1  ;  alors,  pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

x,    y,     z,     ...,     t, 
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il  suffira  de  poser 

|  xyz  ...t\  —  z, 

si  les  coefficients  numériques  du  produit  symbolique  \xyz...t\  dans 

les  valeurs  de 

\Qx\,     |.Q7|,     |£2*|,     ....     \Qt\ 

ne  sont  pas  tous  divisibles  par  un  même  nombre,  et 

9  |  xyz . . .  t 1  =  t, 

s'ils  sont  tous  divisibles  par  un  même  nombre  6,  puis  d'attribuer  \\  x 
des  valeurs  entières  quelconques. 

Si  l'on  a  m  —  n  >  i,  c'est-à-dire  si  le  nombre  des  variables  x,  y, 
s,  ...,  t,  surpasse  de  plus  d'une  unité  le  nombre  des  équations  don- 
nées, on  devra  encore,  pour  obtenir  les  solutions  générales  des  équa- 
tions (2)  en  nombres  entiers,  représenter  par  une  lettre  un  certain 
multiple  de  chacun  des  produits  symboliques  partiels  compris  dans 
le  développement  de  J  Qr\,  savoir  le  multiple  qu'on  obtient  quand  on 
multiplie  ce  produit  partiel  par  le  plus  grand  des  entiers  qui  divisent 
les  divers  coefficients  du  même  produit  dans  les  développement  des 

expressions 

\Qx\,     \Qy\,     \Qz\,     ...,     \P.t\; 

puis  attribuer  à  la  lettre  qui  représentera  ce  multiple  une  valeur 
entière,  qui  sera  d'ailleurs  indéterminée.  Les  valeurs  de 

x,    y,    s,     ...,    t 

ainsi-  obtenues  renfermeront  en  général  N  indéterminées,  la  valeur 
de  N  étant  donnée  par  la  formule  (10);  et  il  pourra  se  faire  qu'on  ne 
puisse  égaler  à  zéro  une  ou  plusieurs  de  ces  indéterminées  sans  res- 
treindre la  généralité  des  solutions  en  nombres  entiers. 

Ainsi,  par  exemple,  s'agit-il  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équa- 
tion linéaire  et  homogène 

(11)  2x  -+-  3y  -+-  5z  =  o, 
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alors,  en  posant 

|/*|=É,         \zx\=r\,         |ay|  =  Ç, 

on  tirera  des  formules  (2) 

/  x  =  5-o  —  2Ç, 
(12)  <7  =  aC—  5£, 

(*=3£  -an, 

et  ces  valeurs  de  .r,  y,  -  résoudront  en  nombres  entiers  l'équation 
donnée,  quelles  que  soient  les  valeurs  entières  attribuées  aux  trois 
indéterminées  \,  r\,  'Ç  D'ailleurs,  on  ne  pourra,  sans  restreindre  la 
généralité  de  la  solution,  réduire  l'une  de  ces  indéterminées  à  zéro. 
Au  contraire,  s'il  s'agit  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(i3)  6x  -+-  loy  -+-  i5z  =  o, 

alors,  en  posant 

5|y*|  =  £.         l\zx\—y,        a|ay|  =  Ç, 

on  tirera  des  formules  (2) 

/  a?  =  5(iQ-Ç), 
(■4)  /=3(Ç-|), 

f  *  =  a.(|  —m); 

et  ces  valeurs  de  £c,  /,  s  satisferont  encore  à  l'équation  (i3),  quelles 
que  soient  les  valeurs  entières  attribuées  aux  trois  indéterminées 
!j,  y],  'C;  mais  on  pourra,  sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution 
trouvée,  réduire  à  zéro  l'une  quelconque  de  ces  trois  indéterminées. 
Enfin,  s'il  s'agit  de  résoudre  les  équations 


x  +  2 y  -t-  3-  -+-  4 1  =  o, 
(\x  -+-  3y  -+-  2;  -+- 1    =  o, 


(.5) 

alors,  en  posant 

5\yzt\  =  ç,         5\ztx\  =  -n,         5\  txy\-=Ç,         5\xyz\—T, 
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on  tirera  des  formules  (2), 

l    X  =  —     Y)  —  2  Ç 
(16) 


/ 

=  — 

4  + 

3Ç 

-h  2T, 

5 

— 

2H  + 

3r, 

~~  '  » 

f 

=  — 

V 

ir\ 

et  si  l'on  demande  des  solutions  en  nombres  quelconques  rationnels  ou 
irrationnels,  on  pourra,  sans  diminuer  la  généralité  des  formules  (16), 
y  réduire  à  zéro  deux  quelconques  des  quatre  indéterminées 

mais  il  ne  sera  plus  de  même  si  l'on  demande  les  solutions  en  nombres 
entiers.  Alors,  à  la  vérité,  on  pourra,  sans  diminuer  la  généralité  de 
la  solution,  poser 

£  =  O,  Y]  =  o 

et  réduire  ainsi  les  formules  (16)  aux  suivantes 

J?  =  —  2Ç  —  T,  /  — 3Ç-+-2T,  £=:  —  T,  t=~  Ç 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  deux  équations 

x  =  z  -+-  2  t,        y  =  —  2Z  —  3t; 

mais  on  restreindrait  la  généralité  de  la  solution  en  supposant 

£  =  0,         Ç  =  o 
OU 

puisqu'on  exclurait  ainsi,  dans  le  premier  cas,  les  valeurs  impaires 
des  variables  y  et  t,  dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  y  et  de  z  non 
divisibles  par  3. 

Dans  un  autre  article,  je  donnerai  d'autres  applications  de  la  for- 
mule (3). 
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564. 

Théorie  ui:s  fonctions.  —  Note  sur  un  théorème  de  M.  Puiseux. 
C.  R.,  T.  XLI,  p.  663  (.',  avril  i856). 

In  Mémoire  sur  les  fonctions  continues,  que  j'ai  publié  dans  les 
Comptes  rendus  de  1 844  (ier  semestre),  renferme  la  proposition  sui- 
vante (')  : 

Désignons  par  z  une  variable  imaginaire  et  par  u  une  fonction 
implicite  de  :■  qui  représente  une  racine  simple  de  l'équation 

(0  f(  «,*)  =  ©• 

Concevons  d'ailleurs  que  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  ren- 
ferme,  avec  les  variables  z  et  //,  un  ou  plusieurs  paramètres,  et  que, 
pour  une  certaine  valeur,  par  exemple  pour  une  valeur  nulle  du  para- 
mètre  a,  la  racine  simple  u  reste  fonction  continue  de  z,  du  moins 
tanl  que  le  module  de  z  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite.  En  rai- 
sonnant comme  dans  le  Volume  II  des  Exercices  d'Analyse  (2),  on 
prouvera  que,  si  le  paramètre  a  vient  à  varier,  et  si,  tandis  qu'il 
varie,  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  reste  fonction  continue 
de  s,  //  et  a,  la  racine  simple  //  restera  généralement  fonction  con- 
tinue de  z,  jusqu'à  l'instant  où,  une  seconde  racine  devenant  égale  à 
la  première,  l'équation  (i)  acquerra  des  racines  multiples. 

Une  remarque  importante  à  faire,  mais  qui  n'était  pas  énoncée 
dans  mon  Mémoire,  c'est  qu'on  peut  établir  une  relation  entre  le 
paramètre  a  et  la  variable  imaginaire  z.  On  peut  supposer,  par 
exemple,  que  cette  variable  représente  l'affixe  d'un  point  mobile 
qui  décrit  une  courbe  dont  la  forme  change  avec  ce  paramètre.  On 
petit  même  supposer  que  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est 
fonction  des  seules  variables  z  et  u,  z  étant  fonction  de  a. 

i  '  )  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  i5i. 
(2)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  XII. 
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En  partant  de  cette  remarque,  on  parvient  à  an  antre  théorème  que 
M.  Puiseux  a  énoncé  dans  les  termes  suivants  : 

Soit  f(f/,  z)  une  fonction  imaginaire  de  //  et  de  la  variable  imagi- 
naire s.  Le  point  Z  (dont  l'ailixe  est  z)  allant  de  C  en  K  soit  par  le 
chemin  CMK,  soit  par  le  chemin  CNK,  la  fonction  //,  qui  avait  en  C  la 
valeur  b,  acquerra  dans  les  deux  cas  la  même  valeur  A,  si  l'on  peut, 
en  déformant  la  ligne  CMK,  la  faire  coïncider  avec  la  ligne  CNK,  sans 
lui  faire  franchir  aucun  point  pour  lequel  la  fonction  u  devienne 
infinie  ou  égale  à  une  autre  racine  de  l'équation 

f(tf,5)=0. 

Ces  nouvelles  recherches  de  divers  géomètres,  particulièrement  de 
MM.  Briot  et  Bouquet,  ont  fait  ressortir  toute  l'importance  de  ce  beau 
théorème,  dont  l'auteur  lui-même  avait  déjà  su  tirer  un  parti  si  avan- 
tageux dans  ses  Mémoires.  Pour  ce  motif,  il  m'a  semblé  qu'il  ne  serait 
pas  inutile  de  donner  du  théorème  de  M.  Puisenx  une  démonstration 
très  simple  qui  se  déduit  de  la  considération  des  compteurs  logarith- 
miques. Tel  est  l'objet  de  la  présente  Note,  dans  laquelle  je  montrerai 
•  railleurs  comment  le  même  théorème  peut  être  étendu  à  des  fonc- 
tions implicites  déterminées  par  un  système  d'équations  simultanées. 

ANALYSE. 

Je  commencerai  par  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient 

z   i ajjixc  d'un  point  mobile  P; 

c  / '  ajfixe  d'un  point  déterminé  C; 

r  le  rayon  d'une  circonférence  de  cercle  KLM   tracée  dans  le  plan  des 

affixes,  et  ayant  pour  centre  le  point  C; 
//,  e  deux  fonctions  de  z,  dont  le  rapport  se  réduise  à  l'unité  pour  z  =  c. 

Supposons  d'ailleurs  que  les  deux  fonctions  u,  v  reste///  monodromes, 
quand  le.  point  P  se  meut  dans  l'intérieur  du  cercle  KLM,  et  que  sur  la 

OEmres  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  4<J 
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circonférence  de  ce  cercle  la  différence 


h 

i 

v 


offre  un  /nodule  constamment  inférieur  à  l'unité.  Si  l'on  résout  par  rap- 
port à  z  les  deux  équations 

(1)  u  —  o, 

(a)  v  —o, 

on  trouvera,  pour  l'une  et  pour  l'autre,  le  même  nombre  de  racines  cor- 
respondantes à  des  points  renfermés  dans  le  cercle  KLM. 

Démonstration.  —  Effectivement,  si  l'on  pose 

1  =  2  7T  i, 

le  nombre  des  racines  dont  il  s'agit  sera  représenté,  pour  l'équa- 
tion (i),  par  le  compteur  logarithmique 

AÎu 
~T' 

pour  l'équation  (2)  par  le  compteur  logarithmique 

Aie 

et  dans  l'hypothèse  admise  ces  deux  compteurs  seront  évidemment 

égaux,  puisqu'en  posant 

11 

-  —  I  =  w 
V 

on  obtiendra  pour  a>  une  quantité  géométrique  dont  le  module  sera 
inférieur  à  l'unité,  et  que  l'on  aura  par  suite 

AÏk  —  AÏi>  =  AÏ-=AÏ(n-u)=:o. 

V 


Le  théorème  I  entraîne  la  proposition  suivante 

Théorème  II.  —  Soit 

U=t{u,z) 
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une  fond  ion  des  variables  z  et  u,  qui  s'évanouisse  pour  les  valeurs 

Z  —  Z,  U  —z  U 

de  ces  deux  variables,  el  qui,  dans  le  voisinage  de  ees  valeurs,  soi/  mono- 
drome  par  rapport  à  z,  monodrome  et  mono  gène  par  rapport  à  u.  Si  la 
(onction  dérivée 

acquiert  pour  z  =  z,  //  =  u  une  valeur  finie  et  distincte  de  zéro,  on 
pourra  satisfaire  à  l'équation 

(3)  U=o 

par  une  valeur  de  u  qui,  se  réduisant  à  u  pour  z  =  z,  sera,  pour  une 
valeur  de  z  voisine  de  z,  fonction  monodrome  de  z. 

Démonstration.  —  U  étant  monodrome  et  monogène  par  rapport 
à  u,  quand  z  et  u  diffèrent  très  peu  de  z  et  u,  sera,  dans  cette  hypo- 
thèse, développante  suivant  les  puissances  ascendantes  de  u  —  u,  el, 
si  l'on  représente  par  Fia  somme  des  deux  premiers  termes  du  déve- 
loppement, on  aura 

(4)  F=f(u,*)+(«-u)F(uf*), 

F(w,  s)  pouvant  être  ou  la  dérivée  de  f(a,  z)  relative  à  //,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  fonction  déterminée  par  la  formule 

/es  r,        \       f(M,  s)— f(u,.z) 

(a)  F  (a,  z)= , 

u  —  Il 

de  laquelle  on  tire,  pour  u  =  u, 

(6)  F(u,3)=sDHU. 

Si  maintenant  on  pose 

(7)  "  =  u-*fT^' 

la  formule  (4)  donnera 

(8)  F  =  (i-«)f(u,*), 
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et,  eu  égard  à  la  formule  (5),  on  trouvera 

(9)      U=t(u,s)     :f(u,z)4-(«-u)F(.«,s)=   [i-8|l^ 

On  aura  par  suite 

U_ 

V  ~ 


f(u,a). 


cl 

(io) 


U 

I 


—  8 

I 

F(«,«) 

F(u,=) 

I 

"F(«,-s) 

I 

|_F(U,*) 

Or,  si  l'on  considère  la  nouvelle  variable  a  comme  l'affixe  d'un  point 

mobile,  et  si  l'on  attribue  à  cette  variable  un  module  t  supérieur  ii 

l'unité,  par  exemple  le  module  2,  il  suffira  d'attribuer  à  la  différence 

s  —  z  un  module  infiniment  petit  et  de  faire  converger  z  vers  la 

limite  z,  pour  faire  converger  f(u,s)  vers  zéro,  et,  par  suite,  en 

vertu  des  formules  (7)  et  (11),  la  variable  u  vers  la  limite  u,  et  la 

différence 

U 

y-1 

vers  la  limite  zéro.  Donc  alors,  pour  un  module  suffisamment  petit 
de  z  —  z,  les  modules  des  différences 


u, 


/ 
V 


deviendront  aussi  petits  que  l'on  voudra;  et  le  second  de  ces  deux 
modules  deviendra  inférieur  à  l'unité.  Alors  aussi,  en  vertu  du  théo- 
rème II,  si  l'on  résout,  par  rapport  à  a,  l'équation  (3)  et  la  suivante 


(11) 


o, 


on  obtiendra,  pour  l'une  et  pour  l'autre,  le  même  nombre  de  racines 
correspondantes  à  des  valeurs  de  a  dont  le  module  sera  inférieur  à  2; 
el  comme,  en  vertu  de  la  formule  (8),  l'équation  (1 1)  offrira  une  seule 
racine  de  celte  espèce,  savoir  la  racine  1,  l'équation  (3) admettra  elle- 
même  une  seule  racine  de  la  même  espèce.  Si,  au  lieu  de  résoudre 
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les  équations  (3  )  et  (4)  par  rapport  à  8,  on  les  résout  par  rapport  à  //. 
on  pourra  dire  que  chacune  d'elles  offre,  pour  un  très  petit  module 
de  s  —  z,  une  seule  racine  très  peu  différente  de  u  et  de  la  forme 

le  module  de  *  étant  inférieur  à  i.  D'ailleurs,  de  ces  deux  racines  la 
seconde,  qu'on  obtiendra  en  posant  «  =  i,  et  qui  sera  en  conséquence 
déterminée  par  la  formule 


(.2) 


F(u,s) 


pourra  être  considérée  comme  une  valeur  approchée  de  la  première, 
et  sera  précisément  la  valeur  de  u  déduite  de  l'équation  (3)  par  la 
méthode  d'approximation  linéaire  ou  newtonienne.  Enfin  la  propriété 
qu'aura  la  racine  m  de  l'équation  (3)  de  varier  infiniment  peu  quand 
z  passera  de  la  valeur  z  à  une  valeur  infiniment  voisine,  subsistera 
encore,  et  pour  les  mêmes  motifs,  quand  la  nouvelle  valeur  de  ^ 
recevra  un  accroissement  infiniment  petit  Az.  Donc  la  racine  //  de 
l'équation  (3)  sera,  sous  les  conditions  énoncées  par  le  théorème  II 
et  pour  des  valeurs  de  s  très  voisines  de  z,  une  fonction  monodrome 
de  la  variable  z. 

Corollaire.  —  Si  la  fonction 

U=f(u,z) 

est  non  seulement  monodrome,  mais  aussi  monogène  par  rapport  à  s, 
et  si  d'ailleurs  la  fonction  dérivée 

conserve  une  valeur  finie  pour  z  =  z,  u  =  u,  alors  la  fonction  de  ;  à 
laquelle  se  réduira  la  racine  u  de  l'équation  (3)  aura  pour  dérive» 
une  fonction   monodrome  et  finie  de  c-  déterminée  par  la   formule 

{,0)  ,);"  —  DJÛ> 
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el  sera,  par  conséquent,  une  fonction  non  seulement  inonodrome, 
niais  aussi  monogène.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soit 

U=ï(u>z) 

une  fonction  des  variables  z  et  a,  qui  s'évanouisse  pour  les  valeurs 

z  =  z,        u  =  u 

de  <-rs  deux  variables,  et  qui,  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs,  soit  mono- 

drome  el  monogène  par  rapport  à  chacune  des  variables  z  et  u.  Si  les 

fonctions  dérivées 

DZU,     l)nU 

acquièrent,  pour  z  —  z,  u  =  u,  des  valeurs  Ji nies  dont,  la  seconde  soit 
distincte  de  zéro,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

Ù=o 

p<ir  une  valeur  de  u,  qui,  se  réduisant  à  u  pour  z  =  z,  sera,  pour  une 
valeur  de  z  voisine  de  z,  fonction  monodrome  et  mono  gène  de  z. 

Lorsque  la  l'onction 

U={(u,z) 

est  une  fonction  entière  ou  même  rationnelle  des  variables  z  et  //, 
elle  ne  cesse  jamais  d'être  monodrome  et  monogène  par  rapport  à 
ces  deux  variables.  Donc  alors  la  racine  u  de  l'équation  (3)  est,  sous 
les  conditions  énoncées  dans  les  théorèmes  II  et  III,  une  fonction 
monodrome  et  monogène  de  z,  ce  qui  entraine  évidemment  le  théo- 
rème de  M.  Puiscux. 

Au  reste,  les  théorèmes  II  et  III  sont  compris,  comme  cas  particu- 
lier, dans  deux  théorèmes  généraux  que  l'on  peut  énoncer  comme  il 
suit  : 

Théorème  IV.  —  Soient 

Z,       II,       c,       w,       .  .  . 

n  -h  i  variables,  dont  l'une,  z,  reste  indépendante,  les  n  autres 

II,       V,       w,       ..., 
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étant  liées  à  z  par  n  équations 
(i4)  U=o,         V=o,        W=o, 

dont  les  premiers  membres 

U,     V,     w,     ... 

représentent  des  fonctions  de 

5,     u,     v,     w, 

monodromes  par  rapport  à  s,  monodromes  et  monogènes  par  rapport  a 
u,  v,  ....  Supposons  d'ailleurs  que,  pour  les  valeurs  particulières 

z,     u,     v,     w,     .  .  . 
des  variables 

Z,       U,       V,       w,       ..., 

chacune  des  dérivées  comprises  dans  le  tableau 

(BUU,      VVU,     DWU,      ..., 
(j5)  JD„F,      D,F,      DWV,      ..., 

DUW,     BVW,     T)WW,     ..., 


conserve  une  valeur  finie,  et  que  la  valeur  correspondante  de  la  résultante 
algébrique  ù ,  formée  avec  les  divers  termes  de  ce  même  tableau .  soit 
distincte  de  zéro.  On  pourra  satisfaire  aux  équations  (i/j)  par.  des  va- 
leurs de 

u,     v,     w,     ..., 

qui,  se  réduisant,  pour  z  =  z,  à 

u,     v,     w,     ..., 

seront,  dans  le  voisinage  de  z  =  z,  c'est-à-dire  pour  des  valeurs  suffisam- 
ment petites  du  module  de  z  —  z,  des  fonctions  monodromes  de  z. 

Démonstration.    —  La  résultante  ù  des    termes    compris  dans    le 
tableau  (i5)  est  déterminée  par  la  formule 

dUdVdW .  .  .  I 


(16)  il 


d  //  d  v  d  w  .  .  . 
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dans  le  cas  où  les  différentielles  du,  de,  do\  .  .  .  sonl  prises  pour 
clefs  anastrophiques  ;  et  puisque  aux  valeurs 

Z,       II,       V,       w,        .  .  . 

des  variables 

Z,       II,      V,      iV,       . . . 

correspond  une  valeur  de  il  distincte  de  zéro,  les  valeurs  correspon- 
dants des  termes  compris  dans  une  ligne  horizontale  de  ce  tableau, 
par  exemple  des  dérivées 

DUU,     DVU,    DWU,     ...,      ■ 

ne  pourront  s'évanouir  Imites  à  la  fois.  Concevons,  pour  fixer  les 

idées,  qu'alors  la  dérivée 

D„  U 

offre  effectivement  une  valeur  finie  distincte  île  zéro.  En  vertu  des 
théorèmes  II  et  III,  l'équation 

résolue  par  rapport  à  //,  fournira  pour  //  une  fonction  des  variables 


,     .. ,     . . . , 


qui  sera  monodrome  par  rapport  à  z,  monodrome  et  monogène  par 
l'apport  à  chacune  des  autres  variables 

v,     n-,      ...; 

cl   si    l'on  substitue  cette  valeur  de  u  dans  les  équations  (i/j),  on 
obtiendra  //  —  i  équations 

(17)  *?  =  o,        \V  =  o, 

dont  les  premiers  membres  seront  des  fonctions  de 


■'  y        •  » 


monodromes  par  rapport  à  z,  monodromes  et  monogènes  par  rapport 
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à  v,  w, D'ailleurs  la  résultante  algébrique  0'  des  termes  compris 

dans  le  tableau 

D,*?,     D„X\      .... 

(l8)  {  D„<8>,     Dlvvg\     ..., 


sera  déterminée  par  la  formule 

d<?  d*8>, 


(«9)  £2' 


de  dw,  . . . 


si  l'on  y  considère  àv,  da\  ...  comme  des  clefs  anastrophiques;  et, 
comme  il  suffira  de  supposer  u  et  du  déterminés  par  les  formules 

U  —  o, 
dUz=z  l)uUdu  +  \)vUdv  +  DH,  f/div  +  . . . 

pour  réduire  les  différentielles 

dV,    dW,     ... 

aux  différentielles 

d\c\     d<&>, 

on  aura  nécessairement 

(20)  S2=£2'D„S2, 

Donc,  puisqu'aux  valeurs 

z,    u,    v,    w,     . . . 
de 

z,     a,     v,     w,      ..., 

correspondent  par  hypothèse  des  valeurs  de 

G    et    !)„£/, 

finies  et  distinctes  de  zéro,  la  valeur  correspondante  de  £2'  sera  elle- 
même  finie  et  distincte  de  zéro.  Cela  posé,  il  est  clair  que  le  théo- 
rème III  subsistera  pour  n  équations  qui  renfermeront,  avec  z,  les 

OJZuvres<!eC.  —  S.\,t.\\l.  4' 
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n  variables  u,  v,w,...,  s'il  subsiste  pour  n  —  i  équations  renfermant, 

avec  z,  n  —  \  autres  variables  u,  v,  w, Donc,  puisque  ce  théorème 

subsiste  pour  n  =  i ,  il  subsistera  pour  n—i,  puis  encore  pour  n  —  3, 

puis  encore  pour  n  =  [\, Donc  il  subsistera  généralement  quel 

que  soit  n. 

Corollaire.  —  De  même  que  le  théorème  II  entraîne  le  théorème  IV, 
de  même  le  théorème  III  entraîne  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  IV, 

si  pour  les  valeurs 

z,     u,     v,     w,     ... 


Z,      U,      V,      w, 


des  variables 

les  fonctions 

U,     V,     W,     ... 

sont  monodromes  et  monogènes,  non  seulement  par  rapport  à 

ii,     v,     H',      ... , 

mais  aussi  par  rapport  à  z,  on  pourra  satisfaire  aux  équations  (i4)  par 

des  valeurs  de 

u,     v,     vo,     ..., 

qui,  se  réduisant,  pour  z  =  z,  à 

n,     v,    w,     ..., 

seront,  dans  le  voisinage  de  z  =  z,  c'est-à-dire  pour  des  valeurs  suffisam- 
ment petites  du  module  de  z  —  z,  des  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes de  z. 

Corollaire.  —  Les  valeurs  de  u,  v,  u\  ...  dont  il  est  ici  question, 
étant  des  fonctions  monodromes  et  monogènes  de  z,  seront,  pour  cela 
même,  développables  en  séries  convergentes,  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  z  —  z. 
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565. 


Analyse  mathématique.   —  Sur  les  fonctions  monodromvs 
et  mono  gènes. 

C.  R.,  T.  XLIII,  p.  i3  (7  juillet  i856). 

Soient 

Z  =  rp,  *  =  Tp 

les  affixes  de  deux  points  mobiles,  et 

Z,     3 

les  valeurs  correspondantes  d'une  certaine  fonction.  Si  cette  fonction 
reste  monodrome  et  monogène  pour  toute  valeur  de  r  inférieure  à 
une  valeur  donnée  et  constante  du  module  r,  on  aura,  pour  une  telle 
valeur  de  r, 

(i)  Z  —  3K, -, 

i  —  - 

la  moyenne  isotropique  qu'indique  le  signe  3ïl  étant  relative  à  l'argu- 
ment p  de  ..  En  développant  dans  la  formule  (i)  le  rapport 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  z,  on  obtiendra  le  développe- 
ment de  Z  suivant  les  mêmes  puissances.  Dans  ce  développement,  la 
somme  des  n  premiers  termes  sera  une  fonction  entière  de  z,  du 
degré  n,  et  si  l'on  désigne  cette  somme  par  sn,  on  aura 

(2)  Z—  s» h- ^+' 311  '  "     ". 


Si,  dans  la  formule  (2),  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n, 


324  COMPTES  RENDUS  DE   L'ACADÉMIE. 

alors,  i-"-'  convergera  vers  la  limite  zéro,  et  en  posant 

n  ■=.  00, 

on  obtiendra  l'équation 

(3)  Z=s«, 

qui  sera  précisément  la  formule  de  Taylor;  et  cette  équation  sub- 
sistera quel  que  soit  s,  si  Z  reste  finie,  monodromc  et  monogène  pour 
toute  valeur  finie  de  z.  Si,  de  plus,  Z  conserve  une  valeur  finie  pour 
une  valeur  infinie  de  s,  par  conséquent  pour  une  valeur  infiniment 

petite  de  ->  ou  si,  -  étant  infiniment  petit  du  premier  ordre,  y  est 

un  infiniment  petit  d'un  ordre  fini  v,  alors  pour  réduire  à  zéro  le  pro- 
duit ;~~H~K  3,  et,  par  suite,  la  moyenne  isotropique 

,—n—l  ^ 

3)1/- , 


il  ne  sera  plus  nécessaire  de  faire  converger  ji  vers  la  limite  ce  :  il  suf- 
fira de  faire  converger  le  module  r  de  s  vers  la  limite  ce,  et  de  prendre 


Sous  cette  condition,  la  formule  (2)  donnera 

(4)  Z=s„ 

Donc  alors  la  fonction  Z  sera  une  fonction  entière  de  s  du  degré  n. 
Il  est  bon  d'observer  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  nombre  v 

qui  représente  l'ordre  de  -y,  quand  -  est  supposé  infiniment  petit 

du  premier  ordre,  ne  peut  différer  du  nombre  entier  n  qui  représente 
le  degré  de  Z,  en  sorte  qu'on  a  nécessairement 

V  =  n. 

Si  Z  conservait  une  valeur  finie  pour  une  valeur  infinie  de  s,  on 
aurait 

V  =  «  =  0, 
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et  l'équation  (4)  réduite  à 

(5)  Z  =  s0 

donnerait  pour  Z  une  valeur  constante.  L'équation  (5),  comprise 
comme  cas  particulier  dans  une  formule  générale  du  Calcul  des 
résidus,  reproduit  un  théorème  énoncé  par  M.  Liouville. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  Z,  toujours  monodrome  et 
monogène  pour  une  valeur  finie  s,  devienne  infinie  pour  certaines 
valeurs  particulières  de  la  variable,  et  nommons  c  l'une  quelconque 

de  ces  valeurs.  Le  rapport  y  deviendra  infiniment  petit,  si  c  est  fini, 

pour  une  valeur  infiniment  petite  de  s  —  c,  et  si  c  est  infini,  pour 

une  valeur  infiniment  petite  de  -■   Admettons  que,  dans  l'une  ou 

l'autre  hypothèse,  z  —  c  ou  -  étant  infiniment  petit  du  premier  ordre, 

-y  soit  un  infiniment  petit  d'un  ordre  fini  iji  ou  v,  et  que  le  nombre 
des  valeurs  finies  de  c  soit  encore  un  nombre  fini.  Enfin  soient 

c',     c",     ...,     c(" 

les  valeurs  finies  de  c; 

F-',     fi',     .-.,     j*(/) 

les  valeurs  correspondantes  de  \u; 

m',     m",      .  .  .,     m{l) 

des  entiers  supérieurs  aux  nombres 

f*',    F-",     •••,    ^n, 
et  posons 

(6)  &  =  (s  —  c')'"\z  —  c")"1".  ..{z  —  cW)mil)Z, 

&  sera  évidemment  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui,  tou- 
jours finie  pour  une  valeur  finie  de  s,  fournira  pour  ~  une  quantité 
infiniment  petite  dont  l'ordre  sera  la  quantité  finie 

(7)  iB'+ffl'+...  +  ml"+i/, 
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quand  \  sera  du  premier  ordre.  Donc  %  sera,  en  vertu  des  proposi- 
tions  déjà  démontrées,  une  fonction  entière  de  z.  Cela  posé,  l'équa- 
tion (6)  fournira  évidemment  pour  Z  une  fonction  rationnelle,  et 

p:',     pi",     pi»,      ...,     pif),     V 

ne  pourront  être  que  des  nombres  entiers.  Ajoutons  que  l'équa- 
tion (8)  continuera  de  fournir  pour  %  une  fonction  entière  de  Z,  si 

l'on  prend  pour 

m',     m",     m'",      ...,     m{,) 

ces  mêmes  nombres  entiers;  et  que,  si,  pour  une  valeur  infinie  de  s, 
Z  conservait  une  valeur  finie  différente  de  zéro,  ou  devenait  infini- 
ment petit,  on  devrait,  dans  la  somme  (7),  réduire  v  à  zéro,  ou  lui 
attribuer  une  valeur  négative. 

On  peut  donc  énoncer  généralement  la  proposition  suivante  : 

*  Théorème  I.  —  Si  une  fonction  Z  de  z,  toujours  monodrome  et  mono- 
gêne pour  une  valeur  finie  de  z,  devient  infinie  pour  un  nombre  fini  de 
valeurs  de  s;  si,  d'ailleurs,  c  étant  l'une  de  ces  valeurs,  le  rapport  y  est 
une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  fini  [j.  ou  v,  quand  on  considère 
la  différence  z  —  c,  c  étant  fini,  ou  le  rapport  -,  c  étant  infini,  comme 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  alors  tu,  v  seront  toujours  des 
nombres  entiers ,  et  Z  sera  une  fonction  rationnelle  de  z,  à  laquelle  on 
pourra  donner  pour  dénominateur  le  produit  des  facteurs  de  la  forme 

(z-c)V-. 

Les  conditions  ici  mentionnées  seront  évidemment  remplies,  si  Z 
est  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui  vérifie  une  équation 
de  la  forme 

(8)  V(z,Z)  =  o, 

¥(z,Z)  étant  une  fonction  entière  de  z  et  Z.  Alors  le  théorème  I  ne 
sera  pas  distinct  du  beau  théorème  énoncé  par  M.  Puiseux  dans  le 
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Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Nouvelles  recherches  sur  les  fondions  algé- 
briques. 

D'autre  part,  on  établira  sans  peine  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Nommons  Z  une  fonction  de  z,  qui,  étant  toujours 
monodrome  et  monogêne  pour  une  râleur  finie  de  z ,  soit  simplement 
périodique  et  demeure  invariable,  tandis  que  l'on  fait  croître  z  de  la 
période  oo.  Si  l'on  pose 

(9)  u  —  e^\ 

la  valeur  de  I  étant 

I  —  iiii, 

Z  considéré  comme  fonction  de  u  sera  encore  monodrome  et  monogêne 
pour  toute  valeur  finie  de  u. 

Démonstration.  —  Soit  en  effet 

(10)  Z=((z), 

et  substituons,  dans  la  formule  (12),  à  la  variable  z  sa  valeur 

-=  y  lu, 

lu  désignant  un  logarithme  népérien  assujetti  à  varier  avec  //  par 
desrés  insensibles.  On  aura 

(u)  Z=f(Sï« 

Or,  lu  étant  monodrome  et  monogène  dans  le  voisinage  de  toute 
valeur  finie  de  u,  autre  que  la  valeur  zéro,  on  pourra  en  dire  autant 
de  Z;  et,  si  l'on  fait  décrire  autour  du  pôle  une  courbe  fermée  au 
point  dont  l'affixc  est  u,  le  produit 

ta  T 

après  une  ou  plusieurs  révolutions  du  point,  effectuées  dans  un  sens 
ou  dans  un  autre  sur  la  courbe  dont  il  s'agit,  se  trouvera  augmenté  ou 
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diminué  d'un  multiple  do  la  période  w  ;  par  conséquent  Z  ne  changera 
pas  de  valeur,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  de  la  dérivée 

D„Z=^D,Z. 
1   II 

Du  théorème  1  joint  au  théorème  II,  on  déduit  immédiatement  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soit  Z  une  fonction  de  z,  simplement  périodique; 
représentons  la  période  co  par  un  rayon  mené  d'un  point  donné  à  un 
autre  point  dans  la  direction  qu'indique  l'argument  de  celte  période,  et 
par  les  extrémités  de  ce  rayon  menons  deux  droites  parallèles  l'une  à 
l'autre.  Si  la  fonction  Z,  toujours  monodrome  et  monogène  pour  une 
valeur  finie  de  z,  devient  infinie  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  z 
propres  à  représenter  les  affixes  de  points  situés  entre  les  deux  parallèles  ; 
si  d'ailleurs,  c  étant  l'une  de  ces  valeurs,  et  h  la  valeur  correspondante 

de  l'exponentielle 

- 1 
u  =  e'°  , 


le  rapport  y  est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  fini  jaomv, 

quand  on  considère  la  différence  u  —  h,  h  étant  fini,  ou  le  rapport  -, 

h  étant  infini,  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  alors  ix,  v 
seront  toujours  des  nombres  entiers,  et  Z  sera  une  fonction  rationnelle 
de  u  à  laquelle  on  pourra  donner  pour  dénominateur  le  produit  des  fac- 
teurs de  la  forme 

(u  —  Il  )V-. 

Si,  en  nommant  oo  la  période  de  la  variable  z  dans  la  fonction  pério- 
dique Z,  supposée  monodrome  et  monogène  pour  toute  valeur  finie 
de  z,  on  substituait  à  l'équation  (9)  la  suivante 

//  =  cos  —  ? 
w 

Z,  considéré  comme  fonction  de  u,  pourrait  cesser  d'être  monodrome 
et  monogène  pour  toute  valeur  finie  de  u.  Mais  il  serait  fonction  mono- 
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drome  et  monogène  de  //  et  v  si  l'on  supposait 

(12)  m  ;=  cos  — ,  c  =  sin  — > 

<>)  '1) 

attendu  qu'on  aurait  alors 

('3)  s  =  y  ï(«  +  ci), 

(•4)  Z=f["yï(«+I»i)l 

et  qu'on  pourrait  appliquer  à  la  première  formule  (12)  ee  qui  a  été 
dit  de  la  formule  (n).  Remarquons  d'ailleurs  que,  en  vertu  des  for- 
mules (12),  on  aurait 

t/-+  CS=I, 
î(  n  -+-  ci)  -+-  \{u  —  ci)  =  o, 

par  conséquent 

1/  -x  I  7  «  -t-  ci 

2       II  —  Cl 

et  que r  est  simplement  fonction  de 

1  II  —  Cl  r 

c  z 

-  =  tang-- 

Il  (xi 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Une  fonction  Z  de  z,  supposée  monodrome,  mono- 
gêne  et  simplement  périodique,  sera  encore  une  fonction  monodrome  et 
monogène  des  deux  variables 

a  =  cos  —  )  v  =  sin  — 

et  de  leur  rapport;  elle  en  sera  même  une  fonction  rationnelle  sous  les 
conditions  énoncées  dans  le  théorème  III. 

Un  théorème  semblable  s'applique,  sous  de  semblables  conditions, 
aux  fonctions  doublement  périodiques. 

D'ailleurs  les  conditions  dont  il  s'agit  sont  remplies  quand  la  fonc- 

OEuvres  de  C.  —  S.   I,  t.  Xn.  l\1 
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tion  Z  se  réduit  à  l'intégrale  u  de  l'équation 

(i5)  Dzu=U, 

U  étant  déterminé  par  la  formule 

(16)  F(«,  U)-  o, 

dans  laquelle  F(«,  U)  désigne  une  fonction  entière  de  u  et  U,  et  par 
suite,  les  derniers  théorèmes  ici  énoncés  et  mentionnés  ne  sont  pas 
distincts  de  ceux  qui  ont  été  donnés  par  MM.  Briot  et  Bouquet  dans 
leur  important  travail  sur  l'intégration  des  équations  différentielles. 
Dans  un  autre  article,  je  montrerai  comment  on  peut  intégrer  it 
l'aide  de  fonctions  monodromes  et  monogènes  des  systèmes  d'équa- 
tions simultanées  et  résoudre  ainsi  complètement  certains  problèmes 
de  Mécanique  et  d'Astronomie. 


5G6. 

Calcul  intégral.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 
C.  (t.,  T.  XLIII,  i).  2G  (7  juillet  [856). 

Jusqu'à  présent  les  géomètres  n'étaient  parvenus  à  intégrer  en 
termes  finis  qu'un  très  petit  nombre  d'équations  différentielles, 
même  du  premier  ordre.  H  y  a  plus  :  les  intégrales  obtenues  étaient 
souvent  de  peu  d'utilité  quand  il  s'agissait  de  résoudre  le  problème 
auquel  se  rapportait  une  équation  différentielle.  Ainsi,  par  exemple, 
à  une  équation  dans  laquelle  deux  variables  étaient  séparées,  on  sub- 
stituait une  équation  entre  deux  intégrales  définies.  Mais  on  ne  savait 
pas  généralement  tirer  de  cette  équation  nouvelle  la  valeur  de  l'une 
des  variables  considérée  comme  fonction  de  l'autre,  ou  du  moins  l'on 
n'y  parvenait  qu'en  développant  la  fonction  en  une  série  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes,  et  à  l'aide  de  formules  qui,  pour  l'or- 
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dinaire,  no  subsistaient  qu'entre  certaines  limites  de  la  variable  indé- 
pendante. 

C'est  donc  un  véritable  progrès  dans  la  haute  Analyse  et  le  Calcul 
infinitésimal  que  d'être  parvenu,  comme  l'ont  fait  MM.  Briot  et  Bou- 
quet, à  intégrer  sous  forme  finie  un  grand  nombre  d'équations  du 
genre  de  celles  que  nous  venons  de  mentionner.  Disons  en  peu  de 
mots  comment  ils  y  ont  réussi. 

Dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques,  c'est-à-dire  sur 
les  fonctions  que  déterminent  des  équations  algébriques,  M.  Puiseux 
a  démontré  les  deux  théorèmes  suivants,  dont  le  second  peut  aussi  se 
déduire  d'une  formule  générale  du  Calcul  des  résidus. 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  algébrique  de  z  cesse  d'être  monodrome 
pour  une  valeur  c  de  cette  variable,  alors,  pour  une  valeur  de  z  très  voi- 
sine de  c,  une  racine  quelconque  de  l'équation  algébrique  donnée  sera 

développabfe  en  série  convergente  suivant  les  puissances  ascendantes  de 

i 
(z  —  c)n ,  n  étant  l'ordre  de  la  substitution  circulaire  qui  comprend  la 

racine  donnée,  c  est-à-dire  le  nombre  qu'on  obtient  en  joignant  à  cette 

racine  celles  qui  s'échangent  avec  elles  quand  on  fait  tourner  le  point 

dont  l'affixe  est  z  autour  du  point  dont  l'affixe  est  c. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  algébrique  monodrome  est  nécessaire- 
ment rationnelle. 

En  partant  de  ces  deux  théorèmes,  MM.  Briot  et  Bouquet  en  ont 
obtenu  d'autres,  et  particulièrement  ceux  que  nous  allons  rappeler. 

Théorème  I .  —  u  étant  une  fonction  de  z  déterminée  par  l'équation 
différentielle 

(0  D3«  =  U, 

dans  laquelle  U  est  une  racine  de  l'équation  algébrique 

(2)  F(«f.U)=.o, 

si  i intégrale  u  admet  un  nombre  limité  de  valeurs  pour  chaque  râleur 
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de  z,  u,  considérée  comme  fonction  de  z,  sera  non  périodique,  ou  simple- 
ment périodique,  ou  doublement  périodique,  et  de  plus  fonction  algé- 
brique dans  le  premier  cas  de  z,  dans  le  second  cas  de  tang  — ,  co  étant 

la  période  de  la  variable  z,  dans  le  troisième  cas  de  la  fonction  ellip- 
tique A  (s)  correspondante  aux  deux  périodes  données. 

Théorème  II.  —  Si  V  intégrale  u  est  monodrome,  elle  sera  une  fonction 
rationnelle  ou  de  z,  ou  de  tang  —  ?  ou  de  'k(z')  et  de  ~k'(z). 

Théorème  III.  —  L'équation  (2)  étant  du  degré  m  par  rapport  à  U, 
les  conditions  nécessaires  pour  que  l'intégrale  u  de  l'équation  (1)  ne  cesse 
jamais  d'être  fonction  monodrome  de  z  sont  les  suivantes  :  i°  le  coeffi- 
cient de  U"  dans  F(m,  U)  devra  être  une  fonction  entière  de  u,  d'un  degré 
égal  ou  inférieur  au  double  de  m  —  n  ;  20  quand,  pour  une  valeur  h  de  u, 
la  fonction  implicite  U  deviendra  une  racine  multiple  différente  de  zéro, 
elle  devra  rester  dans  le  voisinage  du  point  dont  l ' affixe  est  h,  fonction 
monodrome  de  u;  3°  quand  la  racine  multiple  sera  nulle,  l'exposant  de 

u  —  h  dans  le  premier  terme  du  développement,  de  U  suivant  les  puissances 

1 
ascendantes  de  (u  —  A)"  devra  être  de  la  forme  1 si  cet  exposant  est 

plus  petit  que  l'unité;  4°  enfin  l'équation  transformée  que  l'on  déduira 
de  l'équation  (2)  en  posant  u  =  -  devra  offrir  les  mêmes  caractères 
pour  v  =  o. 

Théorème  IV.  --  Les  conditions  qui  rendent  monodrome  l'intégrale  de 
l'équation  (1  )  étant  remplies,  cette  intégrale  sera  doublement  périodique  si 
l'équation  (2),  pour  une  valeur  finie  h  de  u,  et  la  transformée,  pour  v  —  o, 
n'admettent  pas  de  racines  nulles  et  telles  que,  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  u  —  h  ou  de  v,  U  se  développe  en  une  série  dont  le  premier  terme 
offre  un  exposant  égal  ou  supérieur  à  l'unité;  l'intégrale  sera  ration- 
nelle si  l'équation  (2),  pour  une  valeur  finie  de  h,  ou  la  transformée 

pour  v  =  o,  admet  un  groupe  de  n  racines  égales  à  zéro,  dont  le  déve- 

i_  1 

loppement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  {u  —  h)"  ou  de  v"  com- 
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mence  par  un  ternie  du  degré  i  H >  le  terme  suivant  du  degré  i  H — 

eVa«/  nu/;  ces  cas  exceptés,  la  fonction  u  sera  simplement  périodique. 

Après  avoir  obtenu  les  remarquables  théorèmes  ([lie  nous  venons 
de  rappeler,  MM;  Briot  et  Bouquet  ont  voulu  mettre  encore  en  évi- 
dence le  parti  qu'on  pouvait  en  tirer  pour  l'intégration  des  équations 
différentielles;  ils  ont  montré  comment  on  peut  déterminer  les  con- 
stantes que  renferme  une  intégrale  reconnue  rationnelle  par  rapport 

à  s,  ou  à  tang  —  >  ou  à  ^(-)  et  X'(s);  et  afin  de  ne  laisser  aucun  doute 

à  cet  égard,  ils  ont  effectivement  pris  pour  exemples  onze  équations 
différentielles  qu'il  ont  intégrées  en  termes  finis.  Ils  ont  ensuite 
vérifié  l'exactitude  de  plusieurs  des  résultats,  en  faisant  voir  que 
les  intégrales  obtenues  satisfaisaient  aux  équations  différentielles 
proposées. 

En  résumé,  les  Commissaires  pensent  que  les  résultats  obtenus 
par  MM.  Briot  et  Bouquet  constituent  un  véritable  progrès  dans  la 
haute  Analyse;  ils  croient  que  le  Mémoire  soumis  à  leur  examen  es( 
très  digne  d'être  approuvé  par  l'Académie  et  inséré  dans  le  Recueil 
des  travaux  des  Savants  étrangers. 


567, 

Analyse  mathématique..  —  Sur  la  théorie  des  fonctions. 
G!   R.,  T.  XLIII,  p.  69  (14  juillet  t856). 

§  I.  —  Considérations  générales. 

Soient  s,  Z  les  afiîxes  de  deux  points  mobiles  dans  un  plan.  Si  ces 
deux  points  se  meuvent  sur  l'axe  polaire,  les  variables  s,  Z  seront 
réelles,  et  la  seconde  sera  d'dv  fonction  de  la  première,  quand  le  mou- 
vement du  premier  point  entraînera  le  mouvement  du  second.  Il  était 
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naturel,  il  était  convenable  d'étendre  cette  définition  au  cas  où  le  pre- 
mier point  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  donné.  Ce 
parti,  que  j'ai  osé  adopter,  et  qui  a  paru  d'abord  étonner  quelques 
géomètres,  est  pourtant,  je  crois,  l'unique  moyen  d'écarter  les  diffi- 
cultés sans  nombre  qui  se  présentaient  à  l'esprit  quand  on  méditait 
sur  la  nature  et  sur  l'existence  même  de  ce  qu'on  appelait  des  fonctions 
de  variables  imaginaires.  D'ailleurs,  à  cette  notion  générale  des  fonc- 
tions, il  importe  de  joindre,  en  l'étendant,  la  notion  de  continuité, 
telle  que  je  l'ai  donnée  en  1821  clans  mon  Analyse  algébrique^),  et 
de  dire  que  l'affixe  Z  est  fonction  continue  de  la  variable  z,  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  finie  attribuée  à  cette  variable,  quand  une 
variation  infiniment  petite  de  z  produit  dans  ce  voisinage  une  varia- 
tion infiniment  petite  de  Z.  La  limite  vers  laquelle  converge  le  rap- 
port de  la  seconde  variation  à  la  première,  tandis  que  chacune  des 
variations  s'approche  indéfiniment  de  zéro,  est  précisément  la  fonc- 
tion dérivée,  et  dépend  en  général  tout  à  la  fois  de  l'affixe  z  e.t  de  la 
direction  suivant  laquelle  se  meut,  quand  z  varie,  le  point  dont 
l'affixe  est  z.  Mais,  si  la  fonction  dérivée  reprend  la  même  valeur  pour 
deux  directions  distinctes,  elle  deviendra  complètement  indépen- 
dante de  la  direction,  et  sera  une  fonction  monogène.  Enfin  une  fonc- 
tion continue  de  la  variable  -  est  monodrome  lorsque,  pour  chaque 
valeur  de  z,  la  valeur  de  Z  demeure  unique  tant  qu'elle  n'est  pas 
infinie. 

Une  fonction  synectique  est  une  fonction  monodrome  et  monogène 
qui  ne  devient  pas  infinie  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable. 

Une  fonction  peut  être  monodrome,  monogène,  ou  synectique  seu- 
lement entre  certaines  limites  déterminées  par  le  système  des  lignes 
droites  ou  courbes  qui  enveloppent  une  certaine  aire,  c'est-à-dire 
tant  que  la  variable  z  représente  l'affixe  d'un  point  renfermé  dans 
l'aire  dont  il  s'agit. 

Ces  principes  étant  posés,  on  reconnaît  sans  peine  que  les  fonc- 

(')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III. 
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tions  monodromes  et  monogènes  sont  précisément  celles  auxquelles 
s'appliquent  les  formules  générales  que  j'ai  déduites  du  Calcul  des 
résidus,  comme  aussi  celles  que  j'ai  données  pour  la  détermination 
des. intégrales  définies,  pour  l'énumération  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  des  équations  algébriques  ou  même  transcendantes,  et 
pour  le  développement  des  fonctions  explicites  ou  implicites  en  séries 
convergentes  et  en  produits  convergents,  les  fonctions  implicites 
pouvant  d'ailleurs  être  déterminées,  soit  par  des  équations  iinies,  snil 
par  un  système  d'équations  différentielles.  Ainsi,  par  exemple,  c'est 
à  une  fonction  monodrome  et  monogène  f(s)  que  se  rapporte  la  for- 
mule 


<s  x  —  s        <s  (z)(i  —  zx) 

que  j'ai  donnée  à  la  page  i3G  du  Volume  I  des  Exercices  de  Mathéma- 
tiques ('),  et  qui  détermine  immédiatement  les  fractions  simples  et  la 
fonction  entière  dont  la  somme  reproduit  une  fonction  rationnelle  f(a-); 
c'est  encore  à  une  fonction  monodrome  et  monogène  f(z)  que  s'ap- 
plique l'équation  (26)  de  mon  Mémoire  du  27  octobre  1 83 1 ,  c'est- 
à-dire  la  formule 


f  f(*)D,; 


(2)  /     f{z)\)szds  =  2niC(({z)), 

dans  laquelle  le  signe  C  indique  un  résidu  intégral  relatif  aux  points 
renfermés  dans  une  certaine  aire  qu'enveloppe  un  certain  contour, 
s  une  longueur  mesurée  sur  ce  contour,  depuis  un  point  donné 
jusqu'à  celui  dont  z  est  l'afïixe,  et  c  le  contour  entier.  Remarquons 
d'ailleurs  que  la  formule  (2)  comprend,  comme  cas  particulier,  des 
équations  générales  données  dans  les  Exercices  de  Mathématiques  et 
ailleurs,  par  exemple  l'équation 

(3)  ff{x)dx=:2KJ     "f"tt(z))t 

(  ')  Œuvres  de  Cauclij,  S.  II.  T.  VI,  p.  172. 
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qui  subsiste  quand  le  produit  s  f(z)  s'évanouit  pour  des  points  situés 
à  une  distance  infinie  du  pôle  au-dessus  de  l'axe  polaire,  et  les  for- 
mules 

(4)  f(o)=3lLf(s), 

(5)  f(.r)  =  01l    ' 


x 
i 


qui  supposent  [(z)  synectique  pour  le  module  attribué  à  z  et  pour  un 
module  plus  petit,  le  module  de  x  devant  être,  dans  la  formule  (5), 
inférieur  au  module  de  z. 

En  m'appuyant  sur  les  principes  que  je  viens  de  rappeler,  j'ai  été 
conduit  à  de  nouveaux  théorèmes  et  à  des  formules  nouvelles  qui 
paraissent  dignes  de  quelque  attention,  et  qui  se  rapportent,  soit  aux 
fonctions  explicites  ou  implicites,  soit  à  l'intégration  d'un  système 
d'équations  différentielles.  Je  me  propose  de  développer  successive- 
ment ces  théorèmes  et  ces  formules.  Je  me  bornerai  pour  le  moment 
à  en  donner  une  idée. 

§  II.   —  Sur   les  fonctions  déterminées  par  des  équations  finies. 

En  vertu  de  la  formule  (5)  du  §  I,  une  fonction  Z  =  f(-)>  qui  reste 
synectique  tant  que  la  variable  z  conserve  un  module  inférieur  à  une 
certaine  limite  /•,  est  développable  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  z. 

Lorsque  la  fonction  f(s)  est  explicite,  on  peut  aisément  reconnaître 
avec  facilité  si  elle  est  synectique,  au  moins  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  donnée  de  z.  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  la  fonction  est  im- 
plicite, par  exemple  le  cas  où  elle  est  déterminée  par  une  équation  de 
la  forme 

(i)  F(z,Z)  =  o. 

Alors,  si  C  représente  une  valeur  finie  de  Z  correspondante  à  une 
valeur  finie  c  de  z,  et  si,  dans  le  voisinage  des  valeurs  c,  C  des  deux 
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variables  z,  Z,  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  reste  fonction 
monodrome  et  monogène  de  ces  variables,  Z  sera,  pour  des  valeurs 
de  z  très  voisines  de  c,  fonction  monodrqjnc  et  monogène  de  z,  à 
moins  que  z  —  c  ne  soit  une  racine  multiple  de  l'équation  (i). 

A  ce  théorème,  énoncé  par  M.  Puiseux,  on  peut  joindre  un  théo- 
rème analogue  relatif  au  cas  où  plusieurs  fonctions  d'une  variable 
sont  déterminées  par  le  système  de  plusieurs  équations  finies,  dont 
chacune  exprime  l'égalité  de  deux  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes des  diverses  variables. 

Si  l'une  des  quantités  c,  C,  . . .  devenait  infinie,  alors  à  la  variable  z 
ou  Z  on  substituerait  le  rapport  variable  -  ou  y 

Si,  dans  chacune  des  équations  données,  les  deux  membres 
n'étaient  pas  monodromes  et  monogènes,  il  suffirait  ordinaire- 
ment, pour  les  rendre  tels,  d'augmenter,  comme  je  l'ai  dit  ailleurs. 
le  nombre  des  variables. 

Si,  pour  z  =  c,  plusieurs  racines  z  de  l'équation  (i)  deviennent 
égales  entre  elles,  et  si  l'on  nomme  m  l'ordre  de  la  substitution  qui 
indique  comment  les  racines  s'échangent  entre  elles,  quand,  z  diffé- 
rant très  peu  de  c,  on  fait  tourner  autour  du  point  dont  l'affixe  est  c 
le  point  dont  l'affixe  est  z,  alors  il  suffira  généralement  de  poser 

(2)  Z  —  C=Um, 

pourvu  que  chaque  racine  devienne  une  fonction  monodrome  et  mo- 
nogène de  u. 

Les  théorèmes  sur  l'énumération  des  racines  que  j'ai  donnés 
en  1 83 1  (')  s'appliquent  non  seulement  aux  équations  algébriques, 
mais  aussi  aux  équations  transcendantes,  et  peuvent  servir  à  déter- 
miner le  nombre  des  racines  de  ces  dernières,  entre  des  limites 
données. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que, 

(3)  Z  =  ¥(t,s) 

(')  OEuvres  de  Cauc/ij;  S.  II,  T.  XV. 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  43 
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êtanl  une  fonction  synectique  de  /  et  s,  on  pose 

z  —  x  +  y\,         Z  =  X+Yi, 

x,  y,  X,  Y  étant  réelles,  et  que  l'on  demande  le  nombre  n  des  racines 
de  l'équation 

(4)  F(«,5)  =  o, 

comprises  entre  des  limites  données,  par  exemple  le  nombre  des 
points  dont  chacun,  renfermé  dans  une  certaine  aire  S,  a  pour  aifixe 
une  racine  z  de  l'équation  (4).  Le  nombre  n  sera  donné  par  la  for- 
mule 


(5) 


•  =  tf(ï> 


le  résidu  intégral  qu'indique  le  signe  J  étant  relatif  au  contour  de 
l'aire  S;  et  si,  tandis  que  cette  aire  s'étend  indéfiniment  dans  tous 
les  sens  autour  du  pôle,  le  second  membre  de  la  formule  (5)  devient 
infiniment  grand,  le  nombre  total  des  racines  sera  infini.  D'ailleurs 
la  détermination  de  n  pourra  devenir  facile,  si  l'on  a  choisi  convena- 
blement le  contour. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'équation  (4)  se  réduit  à 

(6)  z  —  e~—ty 
ou  bien  à 

(7)  s  —  t%\\\z  —  t, 

£  étant  un  nombre  donné,  on  facilitera  notablement  la  détermination 
de  n  en  réduisant  le  contour  de  l'aire  S  au  périmètre  d'un  rectangle 
dont  les  côtés  soient  les  uns  parallèles,  les  autres  perpendiculaires  à 
l'axe  polaire.  Quand  ces  côtés  seront  très  éloignés  du  pôle,  la  valeur 
de  n  sera  très  grande,  mais  facile  à  calculer. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  (4)  varie  avec  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  dérivée 

(8)  D-FU,  z):     o, 
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à  laquelle  deux  racines  s  de  l'équation  (4)  doivent  satisfaire,  quand 
ces  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles.  Quand  la  fonction 
synectique  ¥(t,  s)  est  une  fonction  entière  de  z,  le  degré  de  cette 
fonction  surpasse  d'une  unité  le  degré  de  sa  dérivée.  Je  rechercherai 
dans  un  autre  article  comment  se  modifie  l'énoncé  de  cette  dernière 
proposition  quand  on  l'applique  à  une  équation  transcendante. 

§  III.   —  Sur  les  fondions  implicites  déterminées  par:  des  systèmes 
d'équations  différentielles. 

Comme  je  l'ai  remarqué  depuis  longtemps,  quand  on  veut  intégrer 
un  système  d'équations  différentielles,  on  doit  commencer  par  réduire 
ces  équations  au  premier  ordre,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  lorsque 
les  équations  renferment  des  dérivées  d'ordre  supérieur,  en  considé- 
rant quelques-unes  de  ces  dérivées  comme  de  nouvelles  inconnues. 
La  réduction  dont  il  s'agit  étant  effectuée,  il  sera  nécessaire,  pour  que 
les  inconnues  soient  complètement  déterminées,  que  le  nombre  des 
équations  soit  précisément  égal  au  nombre  des  inconnues,  et  que  l'on 
connaisse  les  valeurs  des  inconnues  correspondantes  à  une  valeur 
donnée  de  la  variable  indépendante.  Par  conséquent,  les  intégrales 
générales  serviront  à  déduire  d'un  système  donné  de  valeurs  de  toutes 
les  variables  un  autre  système  de  valeurs  de  ces  mêmes  variables;  et, 
si  la  question  ne  peut  être  résolue  que  d'une  seule  manière,  comme 
il  arrive  généralement  dans  la  Mécanique,  il  est  clair  qu'en  la  renver- 
sant on  devra  retrouver  le  premier  système,  si  l'on  part  du  second. 

Un  autre  point  capital,  sur  lequel  les  Mémoires  que  j'ai  présentés  à 
l'Académie  en  184G  (')  ne  laissent  aucun  doute,  c'est  que,  pour  bien 
connaître  la  nature  des  intégrales  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles et  la  nature  des  fonctions  qui  représentent  ces  intégrales,  il  est 
nécessaire  de  considérer  non  seulement  leurs  intégrales  rectilignes, 
mais  encore  et  surtout  leurs  intégrales  curvilignes.  En  effet,  la  consi- 
dération de  ces  dernières  permet  de  déterminer  directement  le  nombre 

(l)  OEuvres  de  Cauc/tj  ,  S.  I.  T.  X. 


3«)  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE. 

et  les  valeurs  des  périodes  qui  peuvent  s'ajouter  à  la  variable  indépen- 
dante, etc. 

D'ailleurs  la  recherche  des  propriétés  des  intégrales  devient  plus 
simple  et  plus  facile,  quand  on  commence  par  réduire  les  équations 
données  à  des  équations  dont  les  deux  membres  sont  des  fonctions 
monodromes  et  monogènes  des  inconnues  et  de  leurs  dérivées.  Or  on 
peut  généralement  y  parvenir  en  introduisant  dans  le  calcul  de  nou- 
velles inconnues  liées  ^>ar  des  équations  finies  à  celles  qui  entrent 
dans  les  équations  différentielles. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  mouvement  d'une  planète  autour  du 
Soleil,  les  équations  différentielles  pourront  être  réduites  à  sept  équa- 
tions monodromes  et  monogènes  dont  l'une  sera  finie,  ces  équations 
étant  de  la  forme 

T)ix  =  u,  D,j  =  e,  l)tz  —  w, 

Dtu^--x,         DtV--—-y,        D,  5  =  --—z, 

x--ï-v--+-  z2  =  r-. 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  donne,  entre  une  variable  indépen- 
dante t  et  n  fonctions  inconnues 

x,     y,     z,      ...,     u,     v,     w, 

n  équations  différentielles  de  la  forme 

(.)  \)tx-.Y,       bty=r,       ...,       d;w=w, 

X,  V,  ...,  W  étant  des  fonctions  monodromes  et  monogènes  des 
variables  x,  y,.z,  ...,  u,  v,  w,  t  et  d'autres  variables  r,  s,  ...  liées 
aux  premières  par  des  équations  finies.  Le  premier  soin  du  calcula- 
teur devra  être  de  rechercher  la  nature  et  les  propriétés  de  chaque 
inconnue,  par  exemple  de  l'inconnue  x,  considérée  comme  fonction 
de  /.  On  y  parviendra  surtout  en  recherchant  pour  quelles  valeurs 
de  /,  x  cesse  d'être  fonction  monodrome  et  monogène  de  /.  Or  ces 
valeurs  sont  généralement  celles  qui   rendent  x  infini,  ou  A'  nul, 
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infini,  ou  indéterminé.  Remarquons  d'ailleurs  que  poser  -  =  o,  ou 
bien 

i=o,     OU      -j      OU     oo, 
o 

c'est  établir  entre  les  diverses  variables  une  équation  qui  peut  se 
vérifier  pour  une  valeur  particulière  de  t. 
Soient  t  cette  valeur  de  /,  et 

r,     x>;     z,      ...,     u,     o,     m 

les  valeurs  correspondantes  de 

x,     y,     z,      ...,     «,     v,     w. 

Elles  ne  devront  pas,  en  général,  vérifier  aussi  l'une  des  équations 
qu'on  obtient  en  supposant  l'une  des  quantités 

Y,     ou     Z,     ...,     ou     W 

nulle,  ou  infinie,  ou  indéterminée.  Donc,  pour  une  valeur  très  petite 
de  t  —  t,  les  différences 

y  —  D,     s  —  *,      ...,     w—xa 

seront,  pour  l'ordinaire,  sensiblement  proportionnelles  à  t  —  t  et 
seront  même  des  fonctions  monodromes,  monogènes  et  finies  de  t  —  t. 
C'est  sur  ce  principe  que  s'appuie  une  nouvelle  méthode  qui,  très 
souvent,  peut  être  employée  avec  succès  pour  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  différentielles  simultanées,  ainsi  que  je  l'expli- 
querai plus  en  détail  dans  un  autre  article. 
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568. 

Calcul  intégral.    —   Méthode  nouvelle  pour  l'intégration 
d'un  système  d'équations  différentielles. 

C.  H.,  T.  XLIII,  p.  127  (21  juillet  1806  ). 

Parmi  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  en  m'occupant  des 
systèmes  d'équations  différentielles,  il  me  paraît  utile  de  citer  une 
méthode  d'intégration  que  je  crois  nouvelle,  et  qui,  appliquée  à  un 
tel  système,  en  fournit  souvent  avec  facilité  les  diverses  intégrales 
ou  du  moins  plusieurs  d'entre  elles.  Cette  méthode  est  fondée  sur  un 
théorème  général  dont  voici  l'énoncé. 

Théorème.  —  Soient  données  entre  la  variable  t  et  n  inconnues 

x,     y,     z,      ... 

n  équations  différentielles  du  premier  ordre 

(1)  Dtx  =  jr,        Bty  =  r,        \)tz  =  Z, 

Soient  encore 

u,     v,     w,     . .  . 

m  fonctions  linéaires  des  variables  x,  y,  z,  ...,  et  supposons  que,  les 

valeurs  de 

Dtu,     D,c,     D,w,     ..., 

étant  tirées  des  formules  (1),  on  trouve 

l)t  u  =z  U1  «,  -1-  U2  «2  -+-  U3  u3  -+- . . . , 

;  D,v  =  Vt  c,    -h  V2  c,    -\-V3v3    +..., 

D, «v  =  Wi  %x\  +  Wx  »'2  "t-  W'i  ir-i  -+-  •  •  •  > 


//,,  u.,,  u:),  ...,  vt,  v.2,  v3,  ...,  wt,  w.2,  w. étant  de  nouvelles  fonc- 
tions linéaires  de  x,  y,  z,  ....  Si  les  coefficients 


<*>      b,      "/, 
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renfermes  dans  les  fonctions 


u ,      V,      w 


9  » 


peuvent  être  choisis  de  manière  que 

«I»         "2,         «31  ■■■>         ('l.         ('2»         VS>  •••,         ,rM         "'2,         "i. 

se  réduisent  à  des  fonctions  linéaires  de 


u,      c,      er 


et  si  d'ailleurs,  celte  condition  étant  remplie,  on  ne  peut,  des  formules 

(3)  u  —  o,         v  =  o,         tr  =  o,  ..., 

déduire  aucune  équation  dans  laquelle  les  coefficients 

et,    S,    y,     ... 

disparaissent  tous  à  la  fois,  les  formules  (3)  représenteront  un  système 
d'intégrales  des  équations  données. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  sulîit  d'observer  que,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  les  valeurs  générales  de  u,  c,  w,  ...  s'évanouiront,  en 
vertu  des  équations  (2),  si  elles  s'évanouissent  pour  un  système  par- 
ticulier de  valeurs  des  variables  y,  x,  z,  .  ..,  et  que  cette  condition 
pourra  être  remplie  par  la  fixation  de  valeurs  convenables  attribuées 
aux  coefficients  a,  S,  y,  .... 

La  méthode  qui  repose  sur  le  théorème  que  je  viens  d'énoncer 
offre  de  nouveaux  avantages  quand  aux  équations  différentielles  don- 
nées on  joint  celles  qui  déterminent  de  nouvelles  inconnues  propres 
à  représenter  des  quantités  dont  l'introduction  dans  le  calcul  est 
appelée  par  la  nature  même  des  questions  que  l'on  se  propose  de 
résoudre. 

Dans  un  prochain  article,  je  montrerai,  par  des  exemples  spéciale- 
ment choisis  entre  ceux  que  fournissent  la  Mécanique  et  l'Astronomie, 
les  avantages  que  présente  la  méthode  nouvelle  pour  l'intégration  des 
systèmes  d'équations  différentielles. 
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569. 

Fonctions  symboliques.  —  Sur  les  produits  symboliques 
et  les  fonctions  symboliques. 

C.  R.,  T.  XLIII,  p.  169(28  juillet  i856). 

La  lettre  s  désignant  une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  concevons  que  l'on  multiplie  ses  différences,  ses  dif- 
férentielles ou  ses  dérivées  des  divers  ordres  par  d'autres  fonctions 
de  ces  mêmes  variables,  puis  que  l'on  renferme  entre  deux  paren- 
tbéses  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus,  et  qu'après  avoir  effacé 
partout  la  lettre  s,  on  se  contente  d'écrire  cette  lettre  une  seule  fois  à 
la  suite  de  la  dernière  parenthèse,  on  obtiendra  une  expression  qui 
se  présentera  sous  la  forme  d'un  produit,  et  qui  sera  effectivement 
appelée  produit  symbolique.  Les  deux  facteurs  de  ce  produit  symbo- 
lique seront  le  multiplicandes  et  un  polynôme  symbolique  dont  chaque 
terme  sera  le  produit  d'une  lettre  caractéristique  par  une  fonction  des 
variables  indépendantes.  Si  les  termes  disparaissent  tous  à  l'exception 
d'un  seul,  on  pourra  omettre  les  parenthèses.  Alors  aussi  le  multipli- 
cateur symbolique  deviendra  un  monôme  qui  pourra  se  réduire,  dans 
certains  cas,  à  une  lettre  caractéristique  indiquant  une  opération  à 
laquelle  on  soumet  la  fonction  s. 

Comme  on  l'a  fait  quelquefois,  nous  n'hésiterons  pas  à  simplifier 
souvent  les  formules  à  l'aide  du  procédé  qui  consiste  à  représenter  un 
polynôme  symbolique  par  une  seule  lettre  ou  par  un  seul  caractère. 
Nous  affecterons  spécialement  à  cet  usage  les  deux  caractères  V,  C, 
que  j'appellerai  trigone  et  lètragone,  parce  que  leurs  formes  sont 
celles  d'un  triangle  et  d'un  carré. 

La  nature  d'un  facteur  ou  multiplicateur  symbolique  dépend  de  la 
nature  des  opérations  indiquées  par  les  lettres  caractéristiques  qu'il 
renferme.  On  peut  dire  qu'il  est  une  fonction  symbolique  de  ces 
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lettres.  On  peut  même  dire  généralement  qu'il  en  est  une  fonction 
entière,  attendu  que,  si  aux  divers  signes  d'opérations,  c'est-à-dire 
aux  diverses  lettres  caractéristiques,  on  substituait  des  quantités 
véritables,  le  multiplicateur  symbolique  deviendrait  une  fonction 
entière  de  ces  quantités. 

D'ailleurs  rien  n'empêche  de  faire  croître  indéfiniment  le  nombre 
des  termes  dont  se  compose  un  facteur  symbolique.  Mais  alors,  tandis 
que  ce  nombre  devient  de  plus  en  plus  grand,  le  produit  d'une  fonc- 
tion donnée  s  par  ce  facteur  symbolique  peut  converger  ou  ne  pas 
converger  vers  une  limite  finie.  Si  la  limite  existe,  le  multiplicateur 
de  s  dans  cette  limite  sera  encore  un  facteur  symbolique;  mais  ce 
facteur,  composé  d'un  nombre  infini  de  termes,  sera  la  somme  d'une 
série  symbolique  qui  sera  dite  convergente.  Toutefois,  et  il  importe  de 
le  remarquer,  la  série  pourra  être  convergente  pour  certaines  valeurs 
ou  formes  de  la  fonction  s,  et  cesser  d'être  convergente,  par  consé- 
quent devenir  divergente,  pour  d'autres  valeurs  ou  formes  de  s.  Ainsi, 
•pour  une  série  symbolique,  la  convergence  peut  dépendre, non  seule- 
ment des  valeurs  attribuées  aux  variables  comprises  dans  la  série, 
mais  en  outre  de  la  nature  de  la  fonction  qui  doit  être  multipliée  par 
la  somme  de  cette  série. 

Supposons  maintenant  qu'une  série  symbolique  soit  convergente 
et  que  la  somme  de  la  série  puisse  être  exprimée  en  termes  finis  par 
une  certaine  fonction  algébrique  ou  transcendante,  dans  le  cas  où 
l'on  remplace  les  lettres  caractéristiques  par  des  quantités  variables. 
La  somme  de  la  série  symbolique  sera  naturellement  exprimée  par  la 
même  fonction  algébrique  ou  transcendante,  si  l'on  substitue  à  ces 
quantités  variables  les  lettres  par  lesquelles  on  les  avait  d'abord  rem- 
placées, et  l'on  obtiendra  ainsi  ce  que  nous  appellerons  une  fonction 
symbolique  algébrique  ou  transcendante.  Toutefois,  cette  fonction  ne 
pourra  pas  être  appliquée  sans  restriction,  comme  facteur  symbo- 
lique, à  un  multiplicande  quelconque  s,  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  variables  indépendantes  comprises  dans  ce 
multiplicande;  et,  le  plus  ordinairement,  il  faudra  renfermer  ces 

OEuvres  de  C—  S.  I,  t.  XII.  44 
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valeurs  entre  certaines  limites,  pour  qu'il  soit  permis  de  multiplier  .v 
par  la  fonction  symbolique. 

Les  fonctions  symboliques,  telles  que  je  viens  de  les  définir,  ont 
déjà  été  introduites  par  les  géomètres  dans  quelques  formules  de 
haute  Analyse.  L'usage  habituel  de  ces  fonctions  dans  les  Calculs  dif- 
férentiel et  intégral  offrirait  de  grands  avantages;  mais  ces  avantages 
seraient  contrebalancés  par  de  graves  inconvénients,  si  l'on  ne  com- 
mençait par  déterminer  les  conditions  de  convergence  des  séries 
symboliques,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  rechercher  dans  quel 
cas  on  peut  à  un  multiplicande  donné  appliquer  une  fonction  symbo- 
lique donnée  algébrique  ou  transcendante. 

J'ai  déjà,  dans  le  Mémoire  lithographie  de  i835  ('),  traité  cette 
question,  en  m'appuyant  pour  la  résoudre  sur  une  formule  générale 
que  j'avais  donnée  dans  le  Mémoire  du  n  octobre  i83i  (2).  Mais  il 
m'a  semblé  qu'on  pouvait  simplifier  et  perfectionner  encore,  même 
après  les  travaux  récents  de  quelques  géomètres  sur  des  sujets  ana- 
logues, les  résultats  auxquels  j'avais  été  conduit.  Comme,  parmi  les 
fonctions  transcendantes,  les  exponentielles  sont  celles  qui  repa- 
raissent le  plus  souvent  dans  l'Analyse,  il  était  nécessaire  de  consi- 
dérer spécialement  les  exponentielles  symboliques,  et  de  rechercher 
avec  soin  leur  nature,  leurs  propriétés  et  les  conditions  de  conver- 
gence des  séries  symboliques  dont  elles  représentent  les  sommes.  Ces 
motifs  ont  dû  m'engager  à  fixer  particulièrement  sur  ces  exponen- 
tielles l'attention  du  lecteur. 

Analyse. 
§  I.  —  Produits  symboliques. 

Soit  s  une  fonction  donnée  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. Pour  indiquer  les  différentielles  totales  et  partielles  de  s, 
je  joindrai  à  la  notation  de  Leibnitz  celle  dont  je  me  suis  constamment 

(•)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 
(2)  Ibid.,  S.  I,  T.  XI. 
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servi  dans  mes  Leçons  à  l'Ecole  Polytechnique.  En  conséquence,  j'in- 
diquerai la  différentielle  totale  par  la  lettre  caractéristique  d,  et  les 
différentielles  partielles  relatives  aux  variables  x,  y,  s,  ...,  par  cette 
même  lettre  au  bas  de  laquelle  j'écrirai  comme  indices  ces  mêmes 
variables.  Alors,  les  différentielles  partielles  étant  indiquées  par  les 

lettres  caractéristiques 

d*,    dy,    dz,     ..., 

on  aura  généralement 

(i)  ds  =  dxs  +  dys  -+-  dzs  +  . . . . 

De  plus,  en  appelant  dérivée  totale  et  dérivées  partielles  ce  que  deviennent 
la  différentielle  totale  et  les  différentielles  partielles  quand  on  réduit 
à  l'unité  la  différentielle  de  chacune  des  variables  indépendantes,  je 
remplacerai  la  lettre  d  par  la  lettre  D,  quand  il  s'agira  de  représenter, 
non  plus  des  différentielles,  mais  des  dérivées.  Cela  posé,  l'équa- 
tion (i)  entraînera  évidemment  la  suivante  : 

(2)  Ds  —  Dxs  +  Dys  -+-  Dzs  -+- 

Enfin  je  désignerai  par 

As 

la  différence  ou  variation  finie  de  s,  correspondante  à  des  variations 

finies  et  simultanées 

Ax,    Ay,    Az,     ... 

des  variables 

X,     J  ,     z,      .  • .  î 

et,  quand  il  s'agira  de  représenter  une  variation  finie  de  s  corres- 
pondante à  une  variation  finie  Aac,  ou  Ay,  ou  As,  etc.,  d'une  seule 
variable  x,  ou  y,  ou  s,  etc.,  je  placerai  cette  variable  comme  indice 
au  bas  de  la  lettre  caractéristique  A,  en  substituant  à  la  notation  As 

l'une  des  notations 

Axs,     Ays,     A-s,     

Quant  aux  différentielles,  dérivées  et  différences  des  divers  ordres, 
je  suivrai,  pour  les  représenter,  le  procédé  universellement  admis,  et 
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quand  il  s'agira  d'indiquer  une  différentielle,  une  dérivée  ou  une  dif- 
férence de  l'ordre  n,  relative  à  toutes  les  variables  ou  à  l'une  d'elles,  je 
remplacerai  la  lettre  caractéristique  adoptée  pour  le  premier  ordre  par 
Impuissance  nième  de  cette  lettre  caractéristique.  Ainsi,  par  exemple,  la 
dérivée  du  sixième  ordre  de  la  fonction  s  différentiée  une  fois  par  rap- 
port à  x,  deux  fois  par  rapport  à  y,  trois  fois  par  rapport  à  s,  sera 
représentée  par  la  notation 

l)xD2yD3:s. 

Ces  conventions  étant  adoptées,  concevons  que  les  différentielles, 
dérivées  et  différences  finies  des  divers  ordres  de  la  fonction  s  soient 
respectivement  multipliées  par  de  nouvelles  fonctions  X,  Y,  Z,  ..., 
des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  ...,  puis  qu'après  avoir  ren- 
fermé entre  deux  parenthèses  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus, 
on  enlève  la  lettre  s  à  chacun  de  ces  produits  en  la  transportant  à 
la  suite  de  la  seconde  parenthèse  et  l'y  écrivant  une  seule  fois.  On 
obtiendra  une  expression  par  laquelle  nous  représenterons  encore  la 
somme  trouvée;  et  cette  expression  sera  un  produit  symbolique.  Ainsi, 
par  exemple,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  on  transformera 

la  somme 

Xdxs  -+■  VdyS  +  Zdzs  -+- . . . 

en  un  produit  symbolique,  et  dans  ce  produit,  représenté  par  la  nota- 
tion 

(.rd^+7dy+Zd:  +  ...)s, 

le  multiplicateur  sera  le  polynôme  symbolique 

Xdx+Ydy+Zdz  +  .... 

Si  l'on  représente  ce  multiplicateur  par  le  trigone  V,  l'équation  sym- 
bolique 

(3)  V  =  Jrdx+rdy+Zdz  +  ... 
entraînera  toujours  avec  elle  la  formule 

(4)  Vs  =  A\\xs  +  Fûys  +  Zdzs  +  .... 
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Si  la  quantité  variable  Vs  que  détermine  l'équation  (4)  est  à  son  tour 
soumise  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  au  système  d'opérations  qu'in- 
dique le  trigone  V,  alors,  à  la  place  de  Vs,  on  obtiendra  successive- 
ment le  troisième,  le  quatrième,  . . .  terme  de  la  série 

(  5  )  s,     Vs,     VVs,     VVVs,     

En  suivant  encore  ici  le  procédé  à  l'aide  duquel  on  exprime  les  diffé- 
rences, différentielles  et  dérivées  des  divers  ordres,  j'écrirai  simple- 
ment 

V2,     V3,     ... 

au  lieu  de 

vv,    vvv,    .... 

Cela  posé,  les  divers  termes  de  la  série  (5),  exprimés  par  les  nota- 
tions 

(6)  s,     Vs,     v"25,     V3s,     ..., 

seront  les  produits  symboliques  de  la  fonction  s  par  les  diverses  puis- 
sances entières,  nulle  et  positives  du  facteur  symbolique  V,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  les  divers  termes  de  la  progression  sym- 
bolique 

(7)  .  i,     v\    V%     V»,     .... 
Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

^T=i,        Yz=.i,        Z=\,        .... 

le  trigone  V  déterminé  par  la  formule  (3)  se  réduit  à  d,  et  le  produit 
symbolique  Vs  à  la  différentielle  totale  ds.  Alors  aussi  V"  et  Vs  se 
réduisent  à  d"  et  d"s. 

Le  cas  où  la  fonction  s  est  monodrome  et  monogène  par  rapport  aux 
variables  x,  y,  z,  ...  pour  des  valeurs  quelconques  attribuées  à  ces 
variables,  ou  du  moins  tant  que  ces  valeurs  restent  comprises  entre 
certaines  limites,  mérite  une  attention  spéciale.  On  a,  dans  ce  cas, 

<  dxs  —  T)xsdjr,        dys  —  Dysdy, 

(8)  i 

'  dx   =  dx  Bx,  dy   =  dy  Dr,  . .  . , 
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et  par  suite,  en  nommant  a,  b,  c,  . . .  les  valeurs  attribuées  aux  diffé- 
rentielles dx,  dy,  dz,  . . . ,  on  tire  de  l'équation  (4) 

(9)  V.v  =  a.I'D^  +  bVDy.s^-cZD:s  -h 

Alors  aussi  la  formule  (3)  donne 

(10)  V  =  aAJ)x+brBy^-cZBz+.... 

Si  chacune  des  constantes  a,  b,  c,  . . .  se  réduit  à  l'unité,  on  aura 
simplement 

(11)  V  =  JD,+  FDr+ZD:, 

Enfin,  si  chacune  des  fonctions  X,  Y,  Z,  . . .  se  réduit  aussi  à  l'unité, 

on  aura 

V  =  D.C+Dr+Ih  +  ...  =  D. 

Le  facteur  V,  défini  par  l'une  des  équations  symboliques  (9),  (10), 
(11),  est  une  fonction  symbolique,  non  seulement  entière,  mais 
linéaire  et  homogène  des  lettres  caractéristiques  dx,  dy,  dz, 

ou  D^.,  Dy,  Dz, La  niime  puissance  du  facteur  où  V"  est  encore 

une  fonction  entière  et  homogène  de  ces  lettres,  non  linéaire,  mais 
du  degré  n. 

Le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  facteurs  symboliques  dépend 
généralement  de  l'ordre  dans  lequel  les  multiplications  s'effectuent. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  pose 

V  =  JD„         □—  Dy, 

on  aura,  en  vertu  des  règles  de  la  différentiation, 

\Us-ADx\)ys, 


par  conséquent 
et 

par  conséquent 
et 


VD=XDxDr; 

□  Vs  =  A  Dr  Dx  s  ■+-  Dr  ADX  s, 

D  V  =  JDr  D*  +  Dy  X  D., , 


DV  =  VD  +  DyAD, 
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Donc  alors  les  produits  D  V,  DV  ne  deviendront  égaux  entre  eux  que 
si  la  fonction  À' cesse  de  renfermer  la  variable  y. 

Lorsqu'un  facteur  symbolique  est  la  somme  de  plusieurs  termes 
respectivement  proportionnels  aux  lettres  caractéristiques  d^.,  dy, 
d,,  ...  ou  Dx,  Dy,  D,,  ...,  les  règles  connues  de  la  différentiation 
suffisent  à  la  détermination  des  termes  dont  se  compose  une  puis- 
sance quelconque  de  ce  facteur.  Les  mêmes  règles  déterminent  aussi 
les  divers  termes  dont  se  compose  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
symboliques  de  l'espèce  indiquée.  11  y  a  plus  :  ces  règles  fourniront 
encore  le  produit  de  plusieurs  facteurs  symboliques  dont  chacun 
serait  la  somme  de  plusieurs  autres.  Les  formules  ainsi  obtenues 
seront  précisément  celles  qui  se  rapportent  à  la  multiplication  des 
sommes  de  quantités,  avec  cette  différence  toutefois  que,  dans  le  cas 
où  les  quantités  sont  remplacées  par  les  facteurs  symboliques,  on 
doit  tenir  compte  de  l'ordre  dans  lequel  les  multiplications  s'effeo 
tuent.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  somme  V  de  plusieurs  facteurs  sym- 
boliques V,,  V2,  V;,,  ...  est  multipliée  par  un  autre  facteur  symbo- 
lique □  ,  l'équation 

(.2)  V  =  V,-f-  V, -t- V3 -+- . . . 

entraînera  la  suivante 

(i3)  DV=  DV,+  DV2^-  DV3  +  ..., 

et  l'on  aura  aussi 

(,4)  iVD=V,D  +  V2D  -r-T:1D  -+-.... 

Mais  la  formule  (i3)  ou  (i4)  deviendrait  généralement  inexacte  si, 
dans  l'un  des  produits  qu'offre  le  premier  ou  le  second  membre,  on 
renversait  l'ordre  des  multiplications.  Pareillement,  si  l'on  suppose 

(i5)  V  =  Vl  +  V,, 

on  en  conclura 

(t6)  P=Vf -hV,V,+  V.2VH-Vi. 
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Mais,  le  produit  V,V2  étant  généralement  distinct  du  produit  V2V,,  la 
réduction  de  la  formule  (16)  a  la  suivante 

(17)  V2=V*  +2V,V2+V22 

ne  sera  permise  que  dans  certains  cas  spéciaux.  Les  réductions  de  ce 
genre  s'effectueront,  par  exemple,  si  l'on  emploie  des  facteurs  sym- 
boliques dont  chacun,  exprimé  à  l'aide  des  lettres  caractéristiques, 
en  soit  une  fonction  linéaire  à  coefficients  constants. 

Ainsi,  en  particulier,  en  élevant  à  la  puissance  du  degré  n  les  deux 
membres  de  chacune  des  formules  symboliques 


(•8) 


d  =dx  +  dy  -+-  d: 

D=D*+Dy+D3 


on  obtiendra,  pour  déterminer  d"  ou  D"  considérés  comme  fonctions 
entières  des  lettres  caractéristiques  d^,  dy,  dz,  . . .  ou  D^,  D,,  Dz, 
des  formules  parfaitement  semblables  à  celles  auxquelles  on  parvien- 
drait si  ces  lettres  représentaient  de  véritables  quantités. 
Concevons  maintenant  que, 

étant  des  fonctions  entières  monodromes  et  monogènes  des  variables 
indépendantes 

on  pose 

(19)  \3s  =  Ss^-  S,  ds  4-  S,  d*s  +...  +  SM  àns, 

et  que  l'on  demande  la  valeur  s  de  EU  correspondante,  non  seulement 
à  des  valeurs  données  a,  b,  c,  ...  des  variables  x,  y,  z,  ...,  mais 
encore  à  des  valeurs  données  a,  S,  y,  ...  de  leurs  différentielles  dx, 
i\v,  dz,  ....  Pour  obtenir  s,  il  suffira  évidemment  de  poser,  dans  s, 

S,  S,,  S.j,  . . . , 

(20)  x  —  al-\-a,         y  =  Qt  -h  b,         z=zft-hc,  ..., 

puis  d'effectuer  les  différentiations  relatives  à  /,  et  de  prendre  ensuite 

(21)  1  =  0,        dt  =  i, 
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D'ailleurs  □  .v  sera  do  la  forme  indiquée  par  l'équation  (  [9)  si  l'on  a 

(  22  1  □  —  Y" 

et 

(a3)  V=wd, 

a)  étant  une  fonction  monodrome  et  monogène  des  variables  indépen- 
dantes ce,  y,  z,  . . . . 

Si  les  différentielles  d.r,  dv,  dz,  ...  se  réduisent  toutes  à  l'unité,  la 
formule  (19)  sera  réduite  à 

(24)  □  s  =  S  s  +  S, 1)5  +  52  U-.v  ■+• . . .  h-  S„  I)"  .v, 

et  la  formule  (23)  à 

(■25)  T  =  mD. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  les  valeurs  données  de  dx,  dv,  dz,  . . . 
ne  pourront  différer  de  l'unité  :  par  conséquent  les  formules  (20) 
devront  être  réduites  aux  suivantes  : 

(  26  )  x  —  t  -+-  a,         y  =  t  -+-  6,         s  =  £  ■-+-  c,         .... 

Enfin,  si  les  valeurs  données  des  variables  .r.  v.  r,  ...  se  réduisent 
toutes  à  l'unité  comme  celles  de  leurs  différentielles  d.v,  dy,  dz,  .... 
alors,  pour  obtenir  la  valeur  s  <le  Vs,  en  supposant  V  -  wD,  il  suffira 
de  poser,  dans  les  fonctions  v  et  eu, 

et  de  réduire  ainsi  V"s  à  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  puis  de 
réduire  ensuite  cette  variable  à  l'unité. 

Concevons,    pour  fixer   les   idées,   que,   m   étant   le   nombre   des 
variables  x,   v,   r,   . . . ,  on  ail 

(27)  W  =  s  =  x~'  y  -'  ;    ' . . . . 

Alors,  en  posant 

X     zy  =  z..., 
OEuvra  de  C.  —  S.  I ,  t .  XII  \  ■> 
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on  aura 

',)       —  s  —  x-"', 

V.v    =  s  ï)s     =—  m  x  - 2  '"-  ' , 

V2.v  =  .v])V.v=  m  (2 m  +  \)x-3'"-!. 


et  généralement 

V'lf  =  sJ)V'l-is—  (—  i)"-'  m  (2m  4-i).  ..(/un  +  «  —  0  J?  "  ■»*-""'-"  M. 
Donc,  en  réduisant  x  à  l'unité,  on  trouvera 

(28)  -S  =  (—  i)"r'  i>i(2in  -+- 1)  (3/«  +  2  ).  .  .(  n»j  4-  «  —  1). 

§  II.  —  Réduction  du  nombre  des  variables  dans  les  fonctions  symboliques. 
Limites  supérieures  aux  modules  de  ces  fondions. 

Le  procédé  dont  je  me  suis  servi  à  la  fin  du  §  I,  et  des  procédés 
analogues,  permettent  de  transformer  des  fonctions  symboliques  de 
plusieurs  variables  en  fonctions  symboliques  d'une  seule  variable. 
Les  transformations  de  ce  genre  offrant  le  moyen  de  rendre  plus 
facile  la  détermination  symbolique,  je  vais  un  instant  y  revenir. 

Considérons  un  produit  symbolique 

Us 

dans  lequel  chacun  des  deux  facteurs  □,  s  représente  une  fonction 
des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  ...  qui  demeure  monodrome, 
monogène  et  finie,  du  moins  entre  certaines  limites,  le  premier  fac- 
teur □  étant  en  outre  une  fonction  entière  de  l'une  des  deux  caracté- 
ristiques D,  d.  Si  □  renferme  seulement  la  caractéristique  D,  alors, 
pour  transfofmer  D*  en  une  fonction  symbolique  d'une  variable  auxi- 
liaire /,  il  suffira  d'écrire  partout,  dans  les  facteurs  D  et  s,  à  la  place 
des  variables  indépendantes 

x,    y,    z,     ... 

les  binômes 

x  -+- 1,    y  +- 1,     54- 1,     . . ., 
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et,  à  la  place  do  la  caractéristique  D,  la  caractéristique  D{,  sauf  ;i 
poser,  après  les  différentiatiôns, 

t  =  o. 

Si  D  renfermait  seulement  la  caractéristique  d,  alors,  pour  trans- 
former D  s  en  une  fonction  symbolique  de  /,  il  suffirai!  de  remplacer, 
dans  les  facteurs  D  et  s,  les  variables 

par  les  binômes 

x  4-  t  d.r,     y  -+-  t  ùx,     z  -h  l  d.r,      .  .  . , 

puis  chacune  des  caractéristiques 

d,      d.,.,      dy,      t\z,       .  .  . 

par  la  seule  caractéristique  D,,  sauf  à  poser  ensuite  /  =  o. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction  s  se  réduise  à  la 
fonction  co  déterminée  par  la  formule 

•^('-"R-fR'- ?)"•- 

r,  1),  3,  ...  désignant  des  quantités  qui  ne  dépendent  pas  de  x,  y, 

s Supposons  encore  que  D  renferme  la  seule  caractéristique  d, 

et  soit  de  la  forme 

(2)-  D=V", 

V  étant  déterminé  par  la  formule 

(3)  V=wd; 

on  aura 

(  .',  )  Du-  V"  U 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  n&)  =  (wd)"u; 
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de  plus,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  et  posant 


(6) 

dx           i 

dy           i 

i—  y~  &"' 

dz             I 

i  6  bis) 

r=(- 

-j)  Y1"   f) 

Y1-^)  ' 

on  devra,  dans  l'équation  (5),  remplacer  co  par  a>7\  d  par  I),,  et  l'on 
trouvera,  en  conséquence, 

(;)  □«:-*,«  +  '(  ■7'I),)"7T, 

/  devant  être  annulé  après  les  différentiations.  Si,  pour  abréger,  on 

pose 

(8)  Q„=:(TDt)»T, 

i  étant  réduit  à  zéro  après  les  différentiations,  on  aura  simplement 

(9)  Do.~:.0,f/^. 

Des  deux  facteurs  que  renferme  le  second  membre  de  la  formule  (9  ), 

l'un  w"+l  est  une  fonction  connue  des  quantités  x,  y,  s,   ...,  r,  i), 

3,  . . . ,  et  pour  qu'il  conserve  une  valeur  finie,  il  suffit  que  les  modules 

des  variables 

x,    y,     z,     ... 

soient  respectivement  inférieurs  aux  modules  des  quantités 

r,      1),      3,       .... 

J'ajoute  que,  si  cette  condition  est  remplie,  l'autre  facteur  il,,  aura 
lui-même  une  valeur  finie,  el  qu'il  sera  facile  d'assigner  une  limite 
supérieure  à  son  module.  Effectivement,  eu  égard  à  la  formule  (7), 

la  fonction  symbolique 

(T\)t)"T 

sera  une  somme  de  termes  dont  chacun  scia  le  produit  de  7' pour  des 
facteurs  de  la  forme 
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//',  h",  . . .  étant  des  nombres  entiers  qui  vérifieront  la  condition 

h'+h"-h...t—n. 

Comme  d'ailleurs,  en  posant 

t  =  o, 

après  les  diffërentiations,  on  aura 

T=i,         D*'fi       tY>        fc'(rfc!~hi)...(k'+h'-i) 


S'J  6' 

il  est  clair  que,  si  l'on  nomme  ^  le  plus  grand  des  modules  qui  appar 


9 
tiennent  aux  rapports  «?'  «y?»  a?»  •?•>  le  module  de  ùu  sera  inférieur 

au  produit 

N 

iV  étant  le  nombre  entier  auquel  se  réduit  Q,„  quand  on  suppose 

Q'—B"  =&'"=.. .  .=  i. 

Mais,  dans  cette  supposition,  on  a 

T—(i  —  t)-m, 

m  désignant  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,  . . . ,  et  par  suite 

Q,n  ■=  m  (  2  m  -t-  i  )  (  3  m  -+- 1  ) .  .  .  (  nm  -+-  n  —  i  ). 

Donc,  si  l'on  nomme  a  le  module  de  co,  la  formule  (9)  fournira  pour 
le  module  de  Geo  un  nombre. égal  ou  inférieur  au  produit 

(.0)  W| 

/Vêtant  le  nombre  entier  que  détermine  la  formule 

(11)  •       /V=m(2»î  +  i)(3m+2).,,(flmTfl-i), 

Il  importe  d'observer  que,  dans  les  formules  (3)  et  (5),  on  a 
1 1 2 )  d  =  dx J)a  +  (]y Dr  -+•  d- 1); -t- . . . , 
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et  que  les  différentielles 

u\r,     dy,     d.s, 

des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  ...  peuvent  être  des  fonctions 

données 

S,     1),    3,     ... 

des  quantités  r,  i),  3,  ...  qui  ne  dépendent  pas  de  x,  y,  z,  .... 
Admettons  cette  hypothèse,  et  désignons  par  la  lettre  caractéris- 
tique (D  ce  que  devient  alors  d.  On  aura 

(i3)  (D  =  JED;r+1îDr  +  3Dar+-..., 

et  les  formules  (3  ),  (5)  seront  remplacées  par  les  suivantes  : 

Oi)  V  =  wô), 

(i5)  D(o  =  (u(B)»u, 


D'ailleurs,  dans  l'expression  (10),  qui  représentera  toujours  une 

1 

6 


limite  supérieure  au  module  de  D  w,  le  rapport  -f  sera  le  plus  grand 


des  modules  qui  appartiendront  aux  rapports 

1  n  3 


(16) 


r  —  j-        i)  —  y        3  — 


Concevons  maintenant  que,  /étant  l'un  quelconque  des  nombres 

entiers 

1,     2,     3,     ...,     n, 

on  nomme 

w/,     CD/,    V/ 

ce  (jue  deviennent  , 

',),    ffl        et        V  =  oj(0, 

quand,  au  système  des  quantités 

*■,    »,    3,     -..,        -ï,    V,    3,     ..., 

on  substitue  un  système  analogue  de  quantités  désignées  par  les 
mêmes  lettres  affectées  de  l'indice  /.  Soient  encore 
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ce  que  deviennent 

a    et    0 

pour  le  nouveau  système.  On  aura 

(17)  Vt  =  (ûtŒ),; 

et,  si  l'on  détermine  la  fonction  symbolique  Dm,  non  plus  par  la  for- 
mule (4),  mais  par  la  suivante 

(18)  □M=VJ,VJ^1'...VIVlM> 
le  module  de  □  w  sera  inférieur  à  l'expression 

..  ,.       0|H.>,  ,  ,811 

('9)  iV8fc:c 

qui,  dans  ce  cas,  remplacera  évidemment  le  produit  (  10).  Par  suite, 
ce  module  sera  encore  inférieur  au  produit 


(ao)  -V«(-. 


si  l'on  désigne  par  a,  non  plus  le  module  de  co,  mais  le  plus  grand  des 
modules  appartenant  aux  termes  de  la  suite 


03,        C*)m        ^2?         •  •   ■  ?         W;u 


et  par  j  le  plus  grand  des  rapports 


1        î  1 


(Concevons  à  présent  que  les  fonctions 

s,    A,     },    Z, 
des  variables  indépendantes 


x,    y, 


restent  monodromes,  monogènes  et  finies  tant  que  les  modules  de 
ces  variables  sont  inférieurs  à  certaines  limites 


n,    y,    /, 
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et,  en  les  supposant  tels,  prenons  dans  la  formule  (2) 

(21)  v=jrBx+rDy-^zj)z+: ... 

La  fonction  symbolique 

(22)  n.«  =  V".v 

aura  une  valeur  finie  dont  le  module  sera  inférieur  à  une  certaine 

limite  que  nous  allons  déterminer. 

Nommons 

t-,    \),    3; 

des  variables  auxiliaires  dont  les  modules  soient  constants,  mais  res- 
pectivement inférieurs  aux  limites 

x,     y,     z,      .  .  . , 
co  une  fonction  de 

x,     y,     z,      ....     r,     \),     1, 

déterminée  par  la  formule  (1  ),  et  s  ce  que  devient  s  quand  on  y  rem- 
place se,  y,  z,  ...  par  r,  n,  3 Supposons,  en  outre,  que,  /étant 

l'un  quelconque  des  entiers 

1,  .  2,     3,  •  .  .  .,     ri, 

on  désigne  par 

*•/,    «z,    ii,     ■  ■  ■ 

d'autres  variables  auxiliaires  dont  les  modules  respectifs  soient  encore 

inférieurs  aux  limites 

x,    y,    z,     ..., 

et  par 

3„    U„    3„     ... 

ce  que  deviennent 

AT,     Y,     Z,     ... 

quand  on  y  remplace  x,  y,  z,  . . .  par  r,,  i)/,  3/,  ....  Enfin,  nommons  w, 
ce  que  devient  w  quand  on  y  remplace  r,  n,  3,  . . .  par  r,,  n,,  3^  ...: 
conservons  aux  notations  (Qit  V;  les  significations  ci-dessus  admises, 
en  sorte  qu'on  ail 

(17)  V,  =u/ffl/, 
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&>i  étant  déterminé  par  la  formule 

et  concevons  que  l'on  attribue  aux  variables 

x,    y,    z,    ... 
des  modules  respectivement  inférieurs  à  ceux  de 

r,     X),     3,      ... 

et  de 

*'/,    i)/,    i/,     

La  formule  (5)  de  la  page  336  donnera 
(2^)  s=3TL(&)»), 

et  l'on  trouvera  pareillement 

(  2.5  )  V  =  011  (  (ùi®>i  )  =  311  V/, 

la  moyenne  isotropique  qu'indique  la  lettre  caractéristique  3)1  étant 
relative,  dans  la  formule  (24),  aux  arguments  des  variables  auxi- 
liaires 

«,    v,    3,     .-., 

et  dans  la  formule  (25)  aux  arguments  des  variables  auxiliaires 

*l,     9/>     3/,      — 
Cela  posé,  on  aura  non  seulement 

(26)  Vs  =  D]t(3Vco), 
mais  encore 

(27)  Vw  =  3TL(V1<a),         VV1&)  =  3K(V,Vt&)), 

et  de  l'équation  (26)  jointe  aux  formules  (27)  on  tirera 

(28)  V"5  =  o)t(sV„v„_1...v2v1oJ), 

la  moyenne  isotropique  qu'indique  le  signe  31L  étant  relative  aux  argu- 
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monts  do  toutes  les  variables  auxiliaires.  D'ailleurs,  si  l'on  attribue 
aux  nombres  N,  0,  a  les  valeurs  qui  leur  ont  été  assignées  dans  l'ex- 
pression (20),  le  module  du  produit  symbolique 

V„„V_,...VîV1u 

sera  constamment  inférieur  à  cette  même  expression.  Donc,  en  vertu 
de  la  formule  (28),  le  module  de  la  fonction  symbolique 

□  s  =  V"  s 

sera  inférieur  au  produit  de  l'expression  (20)  par  la  limite  s  que  ne 
peut  dépasser  le  module  de  s.  Ainsi  le  module  de  □  s  =  Vns  sera  infé- 
rieur au  produit 

'8 


(29)  ^S8(9 

Concevons  maintenant  que,  t  étant  une  nouvelle  variable  distincte 
de  x,  y,  z,  . . . ,  et  V  étant  toujours  déterminé  par  la  formule  (21),  on 
construise  la  série 

(30)  s,     ^Vs,     y^V2ç'     •••' 

dont  le  terme  général  est 

t" 

(3i)  Vs. 

1  . 2  .  .  .  n 

D'après  ce  qu'on   vient  de  dire,  le  coefficient  de  /"  dans  l'expres- 
sion (3i)  offrira  un  module  inférieur  au  produit 

iS  /« 


(32)  58 

1 . 2 .  .  .  n       \  Q 


D'ailleurs,  la  valeur  de  A'"  étant  donnée  par  la  formule  (11),  le  module 
de  la  série  qui  aura  pour  terme  général  le  rapport 


/y 
1 . 2 . . .  n 

sera 
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Donc  la  série  dont  le  terme  général  est  l'expression  (3i)  aura  pour 
module  le  produit 

(33)  '  ^±l2_», 

et  la  série  (3o)  sera  certainement  convergente,  si  le  module  de  /  est 
inférieur  à  l'inverse  du  rapport  (33),  c'est-à-dire  à 

(34) 


(  m  -+-  i  )  8 
Si,  dans  cette  hypothèse,  on  nomme  □  s  la  somme  de  la  série,  on  aura 

(35)  n  =  i  +  -V  +  — V2  +  .... 

1  1.2 

D'ailleurs,  lorsque  V  représente  une  quantité,  on  a  identiquement 

(36)  1  +  ^v+  —  V5 -+-...=  <?<*, 

r  i .  2 

et  par  suite  l'équation  (35)  se  réduit  à 

(37)  D=etV. 

Donc,  si  l'on  étend  la  formule  (3G)  au  cas  où,  V  étant  un  facteur  sym- 
bolique, la  série  (3o)  est  convergente,  la  somme  Ds  de  cette  série  sera 
déterminée  par  l'équation  symbolique 

(38)  Us  —  etVs. 

Mais  cette  équation  ne  subsistera  que  dans  le  cas  où  la  série  (3o)  sera 
convergente,  et  c'est  dans  ce  cas  seulement  qu'il  sera  permis  d'appli- 
quer à  la  fonction  s  le  multiplicateur  symbolique 

etV. 

Lorsque,  «  et  0  étant  des  quantités  finies,  0  ne  s'évanouira  pas,  on 
pourra  toujours,  en  attribuant  au  module  de  t  une  valeur  suffisam- 
ment grande,  choisir  ce  module  de  manière  que  la  série  (3o)  soit 
convergente.  Donc  alors  il  sera  possible  d'appliquer  à  la  fonction  s  le 
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multiplicateur  symbolique  efV,  au  moins  pour  des  valeurs  de  t  suffi- 
samment rapprochées  de  zéro. 

Si  dans  la  formule  (21)  les  fonctions 

X,     Y,    Z,     ... 

se  réduisent  à  des  constantes,  alors  en  représentant  ces  constantes 

par 

dx,    dy,    dz, 

on  réduira  cette  formule  à  l'équation 

(39)  V  =  d, 
et  l'équation  (38)  donnera  simplement 

(40)  Dj  =  e'dî  =  .H — ds  h cl2s  +  .... 

Le  dernier  membre  de  cette  dernière  formule  reproduit,  lorsqu'on 
suppose  t  =  i,  la  série  de  Taylor  qui  sera  convergente  tant  que  les 
accroissements  attribués  aux  variables  x,  y,  z,  ...  n'offriront  pas  des 
modules  pour  lesquels  la  fonction  s  cesse  d'être  monodrome,  mono- 
gène et  finie. 

Dans  un  prochain  article,  je  donnerai  l'application  des  principes 
ici  exposés  à  l'intégration  des  équations  différentielles  simultanées 
et  des  équations  aux  dérivées  partielles.  On  retrouve  ainsi  des  condi- 
tions du  genre  de  celles  que  j'ai  données  le  premier  dans  le  Mémoire 
de  i835,  c'est-à-dire  des  conditions  auxquelles  un  système  d'équa- 
tions différentielles  doit  satisfaire  pour  que  ces  équations  admettent 
des  intégrales  qui,  du  moins  entre  certaines  limites,  demeurent  mo- 
nodromes  et  monogènes. 
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570. 


fonctions  symboliques.  —  Sur  la  transformation  des  fonctions 
symboliques  en  moyennes  isotropiques. 

G.  R.,  T.  XLIII.  p.  261  (4  août  i856). 

La  transformation  d'une  fonction  symbolique  donnée  en  une 
moyenne  isotropique  peut  être  avantageusement  appliquée  à  la 
recherche  des  propriétés  de  cette  fonction.  Ainsi,  par  exemple, 
une  limite  que  ne  pourra  dépasser  dans  la  moyenne  isotropique  le 
module  de  la  quantité  renfermée  sous  le  signe  DR.  sera  encore  évi- 
demment une  limite  supérieure  au  module  de  la  fonction  symbo- 
lique, et,  si  cette  fonction  est  le  terme  général  d'une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  variable,  il  sera  possible 
d'assigner  au  module  de  cette  variable  une  limite  au-dessous  de 
laquelle  il  pourra  varier  sans  que  la  série  cesse  d'être  convergente. 
Dès  lors,  on  conçoit  l'utilité  de  toute  formule  qui  convertit  une  fonc- 
tion symbolique  en  moyenne  isotropique.  J'ai  déjà,  dans  la  dernière 
séance,  donné  une  formule  de  ce  genre,  l'équation  (28)  de  la  page3Ci. 
Mais  à  cette  formule  je  vais  en  joindre  deux  autres  qui  paraissent 
dignes  d'attention,  et  offrent  même  cette  particularité  remarquable 
qu'elles  ne  renferment  plus  sous  le  signe  S(L  aucune  lettre  caracté- 
ristique. Je  commencerai  par  établir  les  deux  nouvelles  formules, 
puis  j'exposerai  les  conséquences  importantes  qui  s'en  déduisent. 

Analyse. 
Soient 

x  une  variable  indépendante; 
f(a?)  une  fonction  de  cette  variable. 

Soit  encore  r  un  accroissement  fini  attribué  à  la  variable,  et  suppo- 
sons que  la  fonction  reste  monodrome,  monogène  et  finie,  tant  que  le 
module  de  l'accroissement  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite.  On 
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aura,  dans  cette  hypothèse, 

et  l'on  en  conclura,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier, 

(a)  l)U(x)  =  i.2...nD}1{ï^]yi+l; 

puis,  en  réduisant  x  à  zéro, 

(3)  P«)(o)  =  i.a,..#»3IL^. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  f(r)  par  ï{x  -+-  r),  elle 
donnera 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  DSf(*)  =  r(/i  +  i)3IL^±^. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  n  =  i,  on  aura  simplement 

(6)  DJf(.r)  =  0)lf(-ri+°. 

D'ailleurs,  la  formule  (5)  s'étend  au  cas  même  où  l'on  aurait  n  =  o, 
et  donne  alors 

(7)  f(a;)  =  OTt/f(a?  +  f). 

Les  formules  (5),  (6),  (7)  offrent  le  moyen  de  transformer  une 
fonction  symbolique  d'une  ou  de  plusieurs  variables  en  moyenne  iso- 
tropique. Entrons  à  ce  sujet  clans  quelques  détails. 

Soient 

m  variables  indépendantes.  Soient  encore 

s,     A,     Y,     Z,     ... 
des  fonctions  de  ces  variables,  qui  restent  monodromes,  monogènes 
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et  finies,  tandis  que  l'on  attribue  à  ces  variables  des  accroissements 
dont  les  modules  demeurent  inférieurs  à  certaines  limites 

x,    y,    z,     

Enfin  posons 

(8)  V  =  JD,+  rDr+ZD3  +  ... 

et 

(9)  n  =  v. 

Pour  transformer  en  moyenne  isotropique  la  fonction  symbolique 

(io)  Di  =  V".s, 

il  suffira  d'opérer  comme  il  suit. 
Désignons  par 

f,      »,      3, 

des  accroissements  simultanément  attribués  aux  variables 

x>   y->    z>    ■  ■  •  » 

soit  encore  s  ce  que  devient  s,  quand,  on  attribue  à  x,  y,  s,  . . .  les 
accroissements  r,  1),  3,  . . . ,  et  posons 

X       Y       Z 

(il)  W= 1 ! h.... 

r  d  3 

Si  les  modules  de  r,  n,  3,  .  .  .  sont  respectivement  inférieurs  aux 
limites  x,  y,  z,  ...,  alors,  en  vertu  des  formules  (8)  et  (6),  on  aura 
évidemment 

(12)        .  Vs  =  3ÏL(&>8). 

Concevons  maintenant  qu'aux  accroissements 

*,    v,    3,    .-• 

des  variables  x,  y,  z,  ...  on  ajoute  successivement  et  à  diverses 
époques  d'autres  accroissements 

ri>      9i>      3i>      •••>        r2>      Vît      3-2>      •••»        *«— 1>      9«-i>      3re—i  >      .... 
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et  que  ces  divers  accroissements  offrent  des  modules  constants.  Sup- 
posons d'ailleurs  les  accroissements  primitifs 

i,    v,    3,     ... 

et  ceux  qu'on  leur  ajoute,  choisis  de  manière  que  les  modules  des  ac- 
croissements successifs  d'une  même  variable  fournissent  une  somme 

inférieure 

pour  la  variable  x,  à  la  limite  x, 

pour  la  variable  /,  à  la  limite  y, 

pour  la  variable  s,  à  la  limite  z, 


Soient 

*,     *,     V,     3,      ... 

ce  que  deviennent 

5,     X,     Y,     Z,     ... 

quand  on  attribue  aux  variables  x,  y,  z,  ...  les  accroissements  r,  i), 
3, Enfin,  /  étant  l'un  quelconque  des  entiers 

o,     i,    2,    3,     ...,    n  —  i, 

désignons  par 

5/,     %i,     Vt,     3/y     ... 

ce  que  deviennent 

s/-i>     3C/-U     V/-u    -3/-i,     •••, 

lorsqu'on  attribue  à  x,  y,  z,  ...  les  accroissements  r/,  i),,  }/,  ...,  en 
effaçant  l'indice  /—  i  dans  le  cas  où  l'on  a 

l  =  i,         l  —  i  =  o; 
et  posons  généralement 

(lô)  Mi= 1 1 H.... 

ïj         Vi         il 

Pour  convertir  en  moyenne  isotropique  non  plus  V*,  mais  V'-s,  Y^s, 
il  suffira  de  substituer  à  l'équation  (12)  les  formules 

(14)  V25  =  31l(0)W1S1), 

(15)  V3S  =  DR.  (to  O),  M282)> 
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et  l'on  trouvera  généralement 

(l6)  Os  =  V"S  =  Oit  (o)  W,  to2,   •  •  •  ,  (i>n-lsn-\)- 

On  peut  encore,  avec  succès,  appliquer  la  formule  (5)  à  la  question 
ici  traitée  en  opérant  comme  il  suit  : 

Concevons  d'abord  que,  s  étant  toujours  fonction  des  variables 

x,    y,     z,     ..., 

le  tétragone  □  renferme,  avec  les  lettres  caractéristiques 

Dx,     Dy,     D:,     ..., 

de  nouveaux  systèmes  de  variables 

J7|,    ,7  1»    3|,     •  •  •  ,  -2?2>    J^2»    -"2»     ■  •  ■  f  •  •  •  '  "^"/M    J'n»     "H?      •  ■  • 

distincts  du  système 

&  ■>    ^ ' t    '■  i    ■  •  •  ■> 

et  les  lettres  caractéristiques 

D*,,  Dy„  D-,,   ...,       DX;,  Dr;,  D,;,   ...,       ...,       l)Xu,  Dr„,  \)z„,   .... 

Concevons  encore  que,  /étant  l'un  quelconque  des  entiers 

I.     2,     3,     ...,     n, 

on  désigne  par 

■Xi,     j/,    Z/, 

ce  que  deviennent  les  fonctions  ci-dessus  nommées 

A ,    y,    z,    . . . , 
quand  on  y  remplace  x,  y,  z,  ...  par  xh  yh  zt,  ...  ;  prenons 

)     +r/(i)r  +  i)yi  +  ...  +  Dr;_,) 

('7) 

J       +Z/(D,+DIl+...  +  D^l) 

1  -  > 

l'indice  /—  i  devant  être  effacé  dans  le  cas  où  l'on  a 

l—  i,  /  —  i  =  o; 

OEuvres  de  C.  —  S.  1,  t.   Xll .  Al 
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et  posons 

(18)  n*=vnv„_,  ...vtvts. 

Représentons  d'ailleurs  par 

ii,    D/,    ii,     . . . 

des  accroissements  attribués  aux  variables 

&1,    y '/,    -/,     ...  ; 
par 

*/,    Vt,    3„     ... 

ce  que  deviennent,  quand  on  tient  compte  de  ces  accroissements,  les 

fonctions 

-V„     r„    Zh     ...; 

et  supposons  les  modules  de 

*/,    »/,    ii,     •  ■  ■ 

constants,  mais  tellement  choisis  que,  pour  ces  modules  ou  pour  des 
modules  plus  petits,  les  fonctions 

3/,    l)i,    3/,     ... 

ne  cessent  pas  d'être  monodromes,  monogènes  et  finies.  Enfin  soient 

a,     a,,     a3,      ...,     a„,         S,     6,,     62,      ...,     G„,         y,     y,,     y,,      ...,     y„ 

des  clefs  analytiques  assujetties  à  la  seule  condition  que,  dans  une 
fonction  entière  de  ces  clefs,  l'on  substitue  finalement  à  la  nieme  puis- 
sance de  chacune  d'elles  le  produit 

i  .2.3. . .  n  —  T(n  ■+■  i), 
et  posons 

(19)  \D         D,  Vi-iJ 

Z +Zi .+.... +  Zti') 

3  3i  3/-i 
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On  aura  évidemment,  en  vertu  de  l'équation  (18)  jointe  aux  for- 
mules (5)  et  (19), 

(20)  □.«  =  3TL  (  w„  w„_! .  .  .w2  Wi  s). 

Si  maintenant  on  veut  que  la  formule  (20)  fournisse  une  valeur  de  la 
fonction  □  s  déterminée  par  l'équation  (10),  il  suffira  de  poser 

Xn  —  3C  h  —  1  —  •  •  •  —  &1  —    f  ) 


par  conséquent,  il  suffira  d'admettre  que,  dans  l'équation  (19), 

-T/,    t)„    3/,     ... 
représentent  ce  que  deviennent  les  fonctions 

j,    r,   z,    ... 

quand  on  attribue  aux  variables 

,r,     y,     ^,      ... 

des  accroissements 

*t,     »/,     .V»     •  •  • 

dont  les  modules  constants  sont  respectivement  inférieurs  aux  limites 
ci-dessus  exprimées  par  les  lettres 

*>    y,    z 

Les  formules  (iG)  et  (20)  sont  celles  que  nous  nous  étions  proposé 
d'établir.  Dans  la  seconde  comme  dans  la  première,  on  peut  supposer 
égaux  entre  eux  les  modules  constants  des  divers  accroissements  rela- 
tifs à  une  même  variable,  par  exemple  des  accroissements 

r,      r,,     r.,,      ...,      r„ 

relatifs  à  la  variable  x.  xWais,  tandis  que  dans  la  formule  (20), 
chacun  de  ces  modules  est  seulement  assujetti  à  rester  au-dessous 
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do  la  limite  x,  c'est  leur  somme  qui,  dans  la  formule  (16),  doit  rester 
inférieure  à  la  limite  x;  et  il  est  clair  que  cette  condition  abaisse 

chacun  des  modules  égaux  au-dessous  de  la  limite  -•  D'ailleurs,  la 

formule  (20)  renferme  des  clefs  analytiques  qui  doivent  en  être  fina- 
lement exclues  à  l'aide  des  transmutations  de  la  forme 

(21)  |a»|  =  I>). 

Mais,  la  transmutation  (21)  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 


<J n 


(22)  \a„\=         cc"-'e-ada, 

on  pourra  évidemment  supposer  que  dans  la  formule  (19) 

ex,     S,     y,      ...,  cx{,     S,,     y,,      ...,  a„,     6„,     y„,      ... 

représentent  non  plus  des  clefs  analytiques,  mais  de  véritables  quan- 
tités, pourvu  qu'en  même  temps  à  la  formule  (20)  on  substitue  la 
suivante  : 


/  os    n         C   r"  „    »         „     e.         ™  /  .  dadë. .  .da„  dê„. . . 

(23)    Os=j       /      . . .  e-«-g---«„-ê,.-- 3R, (&>,...&)„ s) 


aë .  .  . a„ ë„ . . . 


On  peut  aisément  de  chacune  des  formules  (16),  (20)  déduire  une 
limite  supérieure  au  module  de  la  fonction  symbolique 

n  s  =  V"  s. 

Effectivement,  soient 

a,    h,    c,     ... 

des  nombres  respectivement  inférieurs  aux  limites 

x,     y,     z,      ...; 
et 

S,    X,    Y,    Z,     ... 

les  plus  grandes  valeurs  que  puissent  atteindre  les  modules  des  fonc- 
tions 

s,    A,     Y,    Z,     ..., 

lorsque  dans  ces  fonctions  on  attribue  h  x,  y,  z-,  ...  des  accroisse- 
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ments  dont  les  modules  ne  dépassent  pas  les  limites 

a,    b,    c,     ...; 

enfin  réduisons  aux  rapports 

a       b       c 
n      ii      n 

les  modules  des  accroissements  représentés  dans  la  formule  (n)  par 

i,      »,      3,       ..-, 

et  dans  la  formule  (i3)  par 

ti-,    D/,    3/,     •  •  •  ; 

to  et  isi/  offriront,  en  vertu  de  ces  formules,  des  modules  inférieurs  à 

la  limite 

nK, 

la  valeur  de  K  étant 

et  par  suite  le  module  de  la  fonction  symbolique 

Os=zVns 

sera,  en  vertu  de  la  formule  (16),  inférieur  à  la  limite 

(25)  re»K"s. 

Soient  maintenant 

s,     A,     B,     C,     ... 

les  plus  grandes  valeurs  que  puissent  acquérir  les  modules  des  fonc- 
tions 

s,    X,     Y,    Z, 

lorsque  dans  ces  fonctions  on  attribue  à  x,  y,  s,  ...  des  accrois- 
sements dont  les  modules  sont  précisément  a,  b,  c,  ...;  nommons 
^  le  plus  grand  des  rapports 

A       B       G 

abc 
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<'t  posons 

■/  «n  „      A       B       C 

(26)  H  = h  t-  H h 

abc 

En  vertu  de  la  formule  (20),  le  module  de  Os  =  Visera  évidemment 
inférieur  ii 

A  étant  le  nombre  entier  déterminé  par  la  formule 

(28)  N=  m(2m  -t-  1). .  .(nm  -+-  n —  1), 
c'est-à-dire  le  nombre  auquel  se  réduit  V's  lorsqu'on  y  pose 

*  =  (1  --  <)-',        V=(i-*)-*D<, 

et  qu'après  les  différentiations  on  réduit  à  zéro  la  variable  /.  De  plus, 
comme  on  augmentera  toujours  le  nombre  par  lequel  on  doit  rem- 
placer définitivement  Io  produit  de  plusieurs  des  clefs 

a,     a,,      ...,     a„,         S,     6,,      ...,     g„,         y,     y„      ...,     -/„, 

si  l'on  égale  ces  clefs  à  l'une  d'elles,  la  fonction  symbolique  D.v  =  V".v 
offrira  encore,  en  vertu  de  l'équation  (20),  un  module  inférieur  ;i  la 
limite 

(29)  1.3.5.  .  .{in  -+-i)H".v, 

que  l'on  déduit  de  la  formule  (20),  en  posant  dans  la  formule  (19) 

a  =  €—  -/  =  ...,         «,=  6,  =  ^,  =  ...,  

Kn  résumé,  le  module  de  la  fonction  symbolique 

□  .s-  =  V"  s, 

dans  laquelle  V  est  donné  par  la  formule  (10),  sera  inférieur  ii  clni- 
cune  des  trois  limites 

(30)  n«R»S,     ^s,     i.3.5'...(9n  +  i)H"s. 
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Par  suite,  le  module  de  la  série  qui  a  pour  terme  général  le  produit 

t" 


V"\ 


1.2...// 


sera  inférieur  aux  produits  du  module  de  /  par  les  trois  limites 

(3i)  Ke,      —^ — ,      2H, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Donc  cette  série  sera 
convergente,  et  le  facteur  symbolique 


pourra  être  appliqué  à  la  fonction  s,  si  le  module  de  /  est  inférieur  à 
l'une  des  trois  limites 

ri    ^  i0i 

K  e       m  -+-  i       2  H 

De  ces  trois  limites,  la  première  et  la  dernière  sont  celles  que  j'ai 

données  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  3o  juillet  1849, 

et  dans  le  Mémoire  lithographie  de  i835;  la  seconde  est  précisément 

celle  à  laquelle  se  réduit  l'expression  (33)  de  la  page  363  lorsqu'on 

pose 

8  =  1. 

Pour  la  déduire  immédiatement  de  cette  expression,  à  l'aide  des  foi- 
mules  établies  dans  la  dernière  séance,  il  sulfit  de  remplacer,  dans 
ces  formules, 

x,    y,     z,     ...         par        x  -+-  £,    y  +  n,     s  ■+-  Ç, 

et  de  réduire  ensuite 

x,     y,     z,      ...,         à         zéro, 

puis 

z. ,     t)t     1 ,      •  •  • ,         •'         x9     y,     s,      .... 

Ajoutons  que  dans  la  formule  (26)  on  pourrait  prendre  pour  A,  H, 
C,  . . .  non  les  plus  grandes  valeurs  que  puissent  acquérir  les  modules 
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des  fonctions 

A ,     Y,     Z,     .  . . , 

lorsque  dans  ces  tondions  on  attribue  à  x,  y,  z,  ...  des  accroisse- 
ments r,  1),  3,  . . . ,  dont  les  modules  sont  a,  b,  c,  . . . ,  mais  les  valeurs 
qu'acquièrent,  dans  cette  hypothèse,  et  pour  un  seul  système  de 
valeurs  de  r,  1),  3 les  modules  de 

X,     Y,    Z,     .... 

au  moment  où  la  somme 

A       H       C 

a        b        c 

devient  la  plus  grande  possible. 


571. 

Calcul  intégral.  —  Sur  /'intégration  définie  d'un  système  d'équations 

différentielles. 

C.  R.,  T.  XLIII,  p.  497  (8  septembre  i856). 

Etant  donné  un  système  d'équations  différentielles,  on  peut  tou- 
jours réduire  ces  équations  au  premier  ordre,  en  augmentant,  s'il  est 
nécessaire,  le  nombre  des  inconnues.  Supposons  que,  les  équations 

étant  du  premier  ordre,  m  soit  le  nombre  des  inconnues  x,  y,  z 

Pour  que  celles-ci  puissent  être  complètement  déterminées  en  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  /,  il  est  nécessaire  que  les  équations 
différentielles  soient  en  nombre  égal  à  celui  des  inconnues,  et  que, 
<mi  vertu  de  ces  équations,  les  dérivées  des  inconnues  relatives  à  la 
variable  indépendante  soient  des  fonctions  des  diverses  variables, 
savoir  de  la  variable  indépendante  et  des  inconnues  elles-mêmes. 
Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  Yintégration  définie  des 
équations   proposées    consiste    à   déduire   d'un   système   donné   de 
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valeurs  correspondantes  des  diverses  variables  un  autre  système 
de  valeurs  correspondantes  de  ces  mêmes  variables.  Les  intégrales 
que  fournit  l'intégration  définie  sont  dites  générales,  lorsque  la 
valeur  primitive  et  la  valeur  finale  de  la  variable  indépendante 
peuvent  être  arbitrairement  choisies. 

Dans  les  applications  du  Calcul  intégral  à  la  Mécanique,  à  l'Astro- 
nomie, à  la  Physique  mathématique,  etc.,  les  fonctions  des  diverses 
variables  auxquelles  se  réduisent,  en  vertu  des  équations  différen- 
tielles, les  dérivées  des  inconnues,  demeurent  ordinairement  mono- 
dromes  et  monogènes  par  rapport  à  ces  mêmes  variables,  du  moins 
entre  certaines  limites.  Or  je  démontre  que,  si  cette  condition  est 
remplie  pour  les  valeurs  primitives  des  diverses  variables,  on  pourra 
satisfaire  aux  équations  différentielles  données  en  prenant,  pour 
représenter  les  inconnues,  des  fonctions  de  la  variable  indépendante 
qui  seront  elles-mêmes  monodromes  et  monogènes  par  rapport  à  cette 
variable,  du  moins  entre  certaines  limites.  J'y  parviens,  en  effet,  à 
l'aide  des  considérations  suivantes. 

Lorsque,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  primitive  attribuée  à  la 
variable  /,  une  fonction  s  de  cette  variable  demeure  monodrome  el 
monogène,  du  moins  entre  certaines  limites,  alors  l'accroissement 
de  la  fonction  correspondant  à  un  accroissement  donné  0  de  la  valeur 
primitive  de  i  est,  pour  une  valeur  de  0  voisine  de  zéro,  dévelop- 
pable,  par  la  formule  de  Taylor,  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  6;  et  la  nouvelle  valeur  qu'acquiert  la 
fonction,  quand  on  attribue  l'accroissement  0  à  la  valeur  primitive 
de  /,  peut  être  exprimée  par  une  exponentielle  symbolique.  D'ail- 
leurs cette  exponentielle  peut  être  présentée  sous  diverses  formes, 
dont  l'une  convient  spécialement  au  cas  où  s  dépend  de  plusieurs 
variables  t,  x,  y,  z,  ...,  mais  se  réduit  en  définitive  à  une  fonction 
de  la  seule  variable  /,  parce  que  x,  y,  z,  ...  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  de  /,  déterminées  par  un  système  d'équations  différentielles 
du  premier  ordre  entre  les  variables  x, y,  z,  . . .  et  /.  Or,  la  fonction  s 
pouvant  être  l'une  quelconque  des  inconnues  x,  y,  z,  . . . ,  on  pourra, 

OEuvres  de  C.  —   S.   I,  t.  XII.  4§ 
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en  opérant  connue  on  vient  de  le  dire,  déduire  des  valeurs  primitives 
des  diverses  variables,  et  de  la  valeur  finale  de  /,  les  valeurs  finales  des 
inconnues,  si  ces  valeurs  finales  peuvent  être  des  fonctions  mono- 
(Ironies  et  monogènes  de  la  variable  /.  Ajoutons  que  les  valeurs  finales 
ainsi  obtenues  se  présenteront  sous  la  forme  abrégée  d'exponentielles 
symboliques,  et  qu'elles  satisferont  certainement  aux  équations  dif- 
férentielles proposées  tant  que  le  module  de  l'accroissement  attribue 
à  la  valeur  primitive  de  la  variable  /  ne  deviendra  pas  assez  considé- 
rable pour  que  les  séries,  dont  ces  exponentielles  symboliques  repré- 
senteront les  sommes,  cessent  d'être  convergentes.  Remarquons  d'ail- 
leurs que,  à  l'aide  des  principes  exposés  dans  le  précédent  Mémoire, 
on  pourra  déterminer  une  limite  au-dessous  de  laquelle  il  suffira 
d'abaisser  ce  module  pour  que  la  condition  énoncée  se  trouve  rem- 
plie. 

Analysiï. 

Des  principes  exposés  dans  les  précédents  Mémoires,  on  déduit 
immédiatement  le  tbéorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Désignons  par  les  lettres  italiques 

s,      t 

deux  variables  dont  la  première  soit  fond  ion  de  la  seconde,  et  par  les 

lettres  romaines 

s,     t 

des  valeurs  primitives  correspondantes  de  ces  deux  variables.   Posons 

d'ailleurs 

t  —  t-h  rh 

en  sorte  que  0  représente  l'accroissement  qu'il  faut  faire  subir  à  t  pour 
obtenir  t.  Si  s  est  une  fonction  monodrome  et  monogène  de  la  variable 
indépendante  t,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  primitive  t  attribuée  à 
celle  variable,  alors,  pour  un  /nodule  suffisamment  petit  de 

0  —  t  —  [, 
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on  aura 

(0  .v  =  e9D's; 

et  l'on  pourra  encore,  présenter  l'équation  (i)  sof/.?  la  forme 
(2)  *  — eds, 

pourvu  que,  la  lettre  d  indiquant  une  différenliation  relative  à  t,  o/î  /w.sv 

dt  ==  0  =  ^  —  t. 
Concevons  maintenant  que  s  dépende  de  plusieurs  variables 

»    ^  »    J'>    ~*>     •  •  ■  > 

mais  se  réduise  en  définitive  à  une  fonction  de  la  seule  variable  /. 
parce  que  x,  y,  z,  ...  sont  des  fonctions  de  t.  Admettons  encore  que 
ces  fonctions  satisfassent  à  des  équations  de  la  forme 

(?)  dx  —  Xdt,         dy  =  Ydt,         dz  =  Zdt, 

X,  Y,  Z  étant  de  nouvelles  fonctions  des  variables 

t>      J",     y,     z,      .  .  . , 

et  la  lettre  d  indiquant  une  différentiation  appliquée  à  l'une  de  ces 

variables.  Soit,  d'autre  part,   t  une  valeur  primitivement  attribuée 

à  /;  nommons 

x,     y,     z,      ... 

ce  que  deviennent 

/•,    y,     z,     ... 

quand  on  y  remplace  /  par  t,  et  désignons  par 

s,     X,     Y,     Z,     ... 

ce  <{ue  deviennent 

s,      I,     Y,     Z,     ... 

quand  on  y  remplace  /,  x,  y,  z,  .  . .  par  t,  x,  y,  z, Enfin,  suppo- 
sons que,  pour  une  valeur  de  t  suffisamment  rapprochée  de  t,  les 
fonctions  de  /  représentées  par  x,  y,  s,  . ..;  et  les  fonctions  de  /,  x, 
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y,  z,  ...  représentées  par  À',  Y,  Z,  . ..,  demeurent  monodromes  et 
monogènes.  La  formule  (2)  continuera  de  subsister,  pourvu  que,  la 
lettre  d  indiquant  toujours  une  difïerentiatjon  relative  à  t,  on  consi- 
dère" x,  y,  z,  ...  comme  des  fonctions  de  t,  et  que  l'on  pose  encore 
après  les  différentiatious  effectuées 

dt  =  t  —  t. 

D'ailleurs,  puisque  or,  y,  ~-,  •  ••>  considérées  comme  fonctions  de  /, 
satisfont  aux  équations  (3),  x,  y,  z,  ...,  considérées  comme  fonc- 
tions de  t,  vérifieront  les  formules 

(4)  <lx  —  Xdt,         dy  =  Y(ll,         dz  =  Zdt,         ...; 
el  par  suite  l'équation 

(5 )  ds  =  D,  s  <li  -h  Ds  s  dx  -h  Ds  s  d}'  -t-  Dz s  dz  — .  .  . 
donnera 

(6)  ds  =  Vsdt, 

la  fonction  symbolique  Vs  étant  déterminée  par  la  formule 

(7)  rs  =  (Dt+XDx-+-YDy+ZDz  +  ...)s. 

11  y  a  plus  :  en  remplaçant  s  par  Vs  dans  la  formule  (6),  on  trouvera 

dVs  =  VVsdt, 
et  l'on  aura,  par  suite, 

d2s  =  dVsdt  =  VVsdt2. 

On  trouvera  de  même 

il1  s  =  VVVsdl3. 

Donc,  en  écrivant,  pour  abréger, 

V2s,     VH,     ..., 

au  lieu  de 

Ws,     VVVs,     ..., 

un  aura 

d-.s=V2sdt2,         d»s  _-PsdP, 
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et  l'on  trouvera  généralement,  en  désignant  par  n  on  nombre  entier 
quelconque, 

(8)  d"s  —  V"s(.U". 
Gela  posé,  la  fonction  symbolique 

ds       d2s 

-ed  s  =  s  h 1 h  . . . 

1  1.2 

pourra  être  présentée  sous  la  forme 

edtVs  =  s  +  -Vs-t-  d~V2s  +  .  .., 

I  1.2 

et  sera  réduite,  quand  on  remplacera  dt  par  /  —  t,  à  l'expression  sym- 
bolique 

(9)  e<'-«>*s  =  s  +  -*— Vs-f-  ^^V2s+.... 

V'  I  I  .2 

Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  l'équation  (2)  donnera 

(10)  s  =  e(<-t)vs. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  s  se  réduit  à  l'une  des  variables  x, 
y,  z,  ...,  on  obtiendra  la  valeur  de  cette  variable  sous  l'une  des 
formes 

(n)  jc  =  c"-"^\,         y  =  e('-<)vy,         ;;=e(<-"vz,         

En  conséquence,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  données,  entre  la  variable  indépendante  t  et 
tu  inconnues  x,  y,  r-,  . . . ,  m  équations  différentielles  de  la  forme 

(3  )  dx  =  X  dt,         dy  —  Y  dt,         dz  =  Z  dt, 

dans  lesquelles  X,  Y,  Z,   ...  représentent  des  fonctions  des  m  4-  1   va- 
riables 

1,     x,     y,     ~-,      •  .  • , 

et  désignons  par  s  une  autre  fonction  de  ces  variables.  Soient  d'ailleurs 

1,     x,     y,     z,     ... 
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des  valeurs  primitivement  attribuées  aux  variables 

l,     x,     y,     z,     

et  désignons  par 

s,     \,     Y,     Z,     ... 

ce  que  deviennent  les  fonctions 

s,     X,     Y,    Z,     ... 

quand  on  y  remplace  t,  x,  y,  z-,  . . .  par  t,  x,  y,  z,  ....  Enfin  supposons 

que  les  fonctions 

s,     AT,     Y,     Z,     ... 

restent  monodromes  et  monogènes  dans  le  voisinage  des  valeurs  t.  x,  y, 

z,   ....  primitivement  attribuées  aux  variables  t,  x,  y,  s Si  l'on 

peut  satisfaire  aux  équations  (  3)  par  des  valeurs  de  x,  y,  z,  ....  qui,  se 
réduisant  à  x,  y,  z,  ...  pour  la  valeur  t  de  I ,  soient  dans  le  voisinage  de 
celle  valeur  fonctions  monodromes  et  mono  gènes  de  t,  ces  valeurs  seront 

pourvu  que  la  lettre  caractéristique  X placée  devant  une  fonction  de  t,  x, 
y,  z,  ...  soit  définie  par  la  formule 

,  i  •■ .  i  V  =  D,+  X  D ,  -  Y  I),  +  Z  D-  +■ . . . , 

dans  laquelle  X,  Y,  Z,  ...  sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  X,  V, 
Z,  ...  quand  on  y  remplace  l,  x,  y,  z-,  . . .  par  t,  x,  y,  z,  ....  Alors 
aussi,  en  supposant  qu une  fonction  s  des  variables 

t,     oc,     y,     z,      ... 

reste  monodrome  et  monogène  dans  le  voisinage  des  valeurs 

i,     x,    y,     z,     ... 

attribuées  et  ces  variables,  et  en  nommant  s  ce  que  devient  s  pour  ces 
mêmes  valeurs,  on  aura,  pour  une  valeur  de  t  voisine  de  I. 

s  =  e"-t)'s. 
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Dans  l'hypothèse  admise,  le  second  membre  de  chacune  des  for- 
mules (10)  et  (in  représente  la  somme  d'une  série  convergente; 
l'expression 

e«-t)VS 

en  particulier  représente  la  somme  de  la  série 

(u)  s,  -Vs,         V-s,     

i  j  .  i 

D'ailleurs,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  précédent  Mémoire, 
si  les  fonctions  de  /,  x,  y,  z,  . . . ,  représentées  par 

(i4)  *,    ^\    Y,    Z,     ... 

sont  monodromes  et  monogènes  dans  le  voisinage  des  valeurs  t,  x,  y, 
z,  ...,  primitivement  attribuées  aux  variables  /,  x,  v,  s,  ...,  la 
série  (i3)  sera  convergente,  tant  que  le  module  de  /  —  l  ne  dépas- 
sera pas  une  certaine  limite  supérieure,  correspondante  à  l'une  des 
trois  limites  que  nous  avons  calculées  (page  373);  et  l'on  peut  ajouter 
qu'alors  les  valeurs  de  x,  y,  z,  ...,  données  par  les  formules  (11), 
vérifieront  certainement  les  équations  (3).  Pour  le  démontrer,  nous 
commencerons  par  établir  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  III.  —  Supposons  que  les  fonctions 

Y      Y     / 

soient  monodromes  et  monogênes  dans  le  voisinage  des  râleurs  1,  x,  v, 
z,  . . . ,  primitivement  attribuées  aux  variables  /,  x,  y,  z et  conce- 
vons que  la  lettre  caractéristique  d  appliquée  à  une  fonction  de  t,  t,  x,  v, 
z,  . .  . ,  indique  une  diffère filiation  relative  à  la  variable  t .  Alors,  n  étant 
un  nombre  entier  quelconque,  les  valeurs  des  différentielles 

dax,     (t"v,     dnz,     ..., 

tirées  des  formules  (ri),  se  réduiront,  quand  on  posera  t  —  t,  aux  pro- 
duits 

\"\dt",     Vnydl",     \"/.itt" 
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Démonstration.  --  En  effet,  comme  on  aura  par  exemple,  en  vertu 
de  la  première  des  formules  (i  i), 

t  —  t_        (/  —  t')* 
i5)  x  —  \-\ Vx+- -Vsx -+-..., 

I  1.2 

il  est  clair  que  le  coefficient  de  dt",  dans  la  valeur  de  dnx,  se  réduira 
pour  /  =  t  au  facteur  multiplié  dans  le  second  membre  de  la  f'o r- 

mule  (ij)  par  le  rapport  >  c'est-à-dire  à 

v     '  ■ l  1 1         i .  2 . . .  n 

V".\. 

Théorème  IV.  -  -  La  fonction  s  étant  supposée,  ainsi  que  X,  Y,  Z, 
monodrome  et  monogène  dans  le  voisinage,  des  valeurs  t,  x,  y,  z,  ..., 
primitivement  attribuées  aux  variables  t,  x,  y,  z,  . ..,  et  s  étant  ce  que 
devient  s  quand  on  attribue  à  ces  variables  leurs  valeurs  primitives,  si  l'on 
substitue  à  a\  y,  z dans  la  fonction  s,  les  seconds  membres  des  for- 
mules (i  i),  cette  fonction  dijférentiée  par  rapport  à  t  fournira  une  diffé- 
rentielle ds  qui  se  réduira  au  produit 

Vs  di. 
Démonstration.  —  En  effet,  on  aura,  dans  l'hypothèse  admise, 
:  \6  I  dszzz  \)tsdt  -h  Dj-sdx  ■+-  \)ysdy  -+■  \)zsdz  -+-.... 

D'ailleurs,  pour/  =  t,  les  différentielles 

djr,     dy,     dz,      ..., 
se  réduiront,  en  vertu  du  théorème  II,  aux  produits 

Vxdt,     Vydt,     Yzdl,      ..., 
par  conséquent,  aux  produits 

\  dt,      \  dt,     Zdt,      .  .  ., 

tandis  que  les  diverses  dérivées  de  s  relatives  aux  variables  /,  x,  y, 

~ savoir 

l),.s,     D,.v,     \)ys,     Dzs,     ..., 
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se  réduiront  aux  diverses  dérivées  de  s  relatives  à  l,  x,  y,  z,  . . . ,  c'est- 
à-dire  à 

Dts,    l)xs,    Dys,    l)zs,     

Donc,  pour  /  =  t,  la  différentielle  ds  se  réduira  au  produit 

(l)ls  +  XDss  +  YDys  +  ZDIs+...)^ 

qui  peut  être  présenté  sous  la  forme 

Vsdt. 

Théorème  V.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  IV, 


ri  l'on  désigne  par 


II,      V,      w, 


divers  facteurs  dont  chacun  soit  ou  une  différentielle  de  x,  ou  de  y,  ou 
de  z,  ...,  relative  à  t,  cette  différentielle  pouvant  d'ailleurs  être  d'un 
ordre  quelconque,  ou  bien  encore  une/onction  donnée  d  une  ou  de  plu- 
sieurs des  variables  t,  x,  y,  z,  ...  ;  alors,  en  considérant  x,  y,  z,  . . . 
comme  des  fonctions  de  t  déterminées  par  les  formules  (i  i),  et  nommant 

u,    v,     w,     ... 
ce  que  deviennent 

a,     v,     w,      ..., 

quand  on  réduit  t  à  t,  on  aura,  pour  t  =  t, 

d{uvw. . .)  =  V(uv\v. . .)  dt. 

Démonstration.  —  En  effet,  on  aura  identiquement,  d'une  pari, 

'du        (tv        dw 


a 


(17)  d(uvw. . .)  =  uvtv. . . 
d'autre  part, 

,     r,-  i-r/  -  /Vil  VV  ?\V  \ 

(18)  V  (  UVW  .  .  .  )  =  U VVV  .  .  . 1 1 h  .  .  .      . 

\   U  V  w  / 

On  aura,  par  exemple,  si  les  facteurs  se  réduisent  à  deux,  d'une  part, 

et  (  uv  )  =  u  dç  =+-  v  du, 

d'autre  part, 

V(uv)  =  uVv  +  v  Vu. 

OEuvres  de  C.  —   S.  I,  t.  XU.  4y 
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Cola  posé,  comme  en  vertu  des  théorèmes  III  et  IV  les  différentielles 

du,     de,     dw, 

se  réduiront,  pour  l  =  t,  aux  produits 

Vu  dt,    Vv  dt,    V\v  dt, 

il  est  clair  qu'en  prenant/  =  ton  réduira  l'expression  (17)  au  produit 
de  l'expression  (18)  par  la  différentielle  dt. 

Corollaire.  —  Concevons  maintenant  que  l'on  représente  par  s,  non 

plus  le  produit  uvw. . . ,  mais  une  somme  de  produits  de  cette  espèce, 

et  par  s  ce  que  devient  s  quand  on  pose  /  =  t.  Le  théorème  V,  étant 

applicable  à  chacun  des  produits  dont  l'addition  fournira  la  somme  s, 

pourra  être  appliqué  à  cette  somme  elle-même.  En  conséquence,  la 

différentielle 

du 

se  réduira,  pour  /  —  t,  au  produit 

Vsdt. 

D'ailleurs  la  différentielle 

ds, 

déterminée  par  l'équation  (16),  et  les  différentielles 

d-s,     d3s,      .  .  . , 

déterminées  par  des  équations  du  même  genre,  sont  précisément  de 
la  forme  ici  indiquée  par  la  lettre  s.  Donc,  puisque  ds  se  réduit, 
pour  t  =  t,  au  produit  Vsdt,  la  différentielle  du  second  ordre  d2s  se 
réduira,  pour  t  =  t,  au  produit 

V(Vs^)^  =  2Vsr/^; 

par  suite  aussi,  la  différentielle  du  troisième  ordre  d*s  se  réduira, 
pour  /  =  t,  au  produit 

V(V2sdf-)dt-zV3sdt3, 
et  l'on  pourra  énoncer  généralement  la  proposition  suivante  : 
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Théorème  VI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  IV, 
si  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier  quelconque,  la  différentielle  d"s 
se  réduira,  pour  t  =  t,  au  produit 

V'sdt". 

Du  théorème  I  joint  au  théorème  VI,  on  déduit  immédiatement 
celui  que  nous  allons  énoncer  : 

Théorème  VII.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème IV,  lorsqu'on  substituera  dans  s,  à  la  place  de  x,  y,  z,  . . . ,  les 
seconds  membres  des  formules  (i  i),  on  trouvera,  pour  une  valeur  de  t 
suffisamment  rapprochée  de  t, 

(10)  s  =  e«-"vs. 

Corollaire.  —  Si,  dans  la  formule  (10),  on  prend  successivement 
pour  s  les  diverses  fonctions 

T      Y      7 

on  obtiendra  les  formules 

(19)  Ar=e«-VvX,        r=e«-t>vY,        Z=e«-')VZ, 

D'ailleurs  la  première  des  formules  (n),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'équation  (i5)  donne 

_        t  — 1_,        (t—  t)s_, 

1  1.2 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Dt^  =  X  +  ^^VX  +  (<~"t)2V2X  +  ...  =  e't-"vX. 
1  1.2 

Donc,  eu  égard  à  la  première  des  formules  (19).  on  aura 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  à  la  première  des  équations  (3).  Un 
pourra  pareillement,  de  la  seconde  ou  de  la  troisième,  . . .  des  for- 
mules (11),  déduire  la  seconde  ou  la  troisième, . . .  des  équations  (3), 
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cl  l'on  arrivera  ainsi  définitivement  au  théorème  que  nous  allons 
énoncer  : 

Théorème  VIII.  —   Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème IV,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  données  par  les  formules  (ri)  véri- 
fieront les  équations  (3). 

En  vertu  du  théorème  VIII,  si  l'on  applique  l'intégration  définie 
aux  équations  (3),  en  assujettissant  les  inconnues  x,  y,  z,  ...  ii 
prendre  pour  t  =  t  les  valeurs  particulières  x,  y,  z,  . . . ,  les  intégrales 
que  l'on  obtiendra,  et  qui  détermineront  les  valeurs  générales  des 
inconnues  quand  /  sera  peu  différent  de  t,  seront  précisément  les 
formules  (n).  Ajoutons  que  les  valeurs  de  x,  y,  z,  . . .  données  par 
ces  formules  continueront  de  représenter  les  intégrales  dont  il  s'agit 
et  de  vérifier  les  équations  (3)  tant  que  le  module  de  la  différence 
/  —  t  ne  deviendra  pas  assez  considérable  pour  que  les  séries  dont  les 
seconds  membres  des  formules  (8)  représentent  les  sommes  cessent 
d'être  convergentes.  <" 

Si  l'on  considère  la  valeur  de  s  fournie  par  la  formule  (io),  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

(20) 

non  plus  comme  une  fonction  de  /,   mais  comme  une  fonction  de 
t,  x,  y,  z cette  fonction  vérifiera  évidemment  la  condition 

(21)  Ys  =  o, 
c'est-à-dire  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(22)  Dts+XD  î  +  YDjS  +  ZD,i  +  ...  =  o. 

D'ailleurs  la  différentielle  totale  de  s  considérée  comme  fonction  de 
t,  x,  y,  . . .  sera 

(23)  ds  =  Dt5  dt  +  l)xs  dx  -+-  ï)ys  dy  +  l)7s  dz  -t-  . . . . 

Donc,  eu  égard  à  l'équation  (22),  cette  différentielle  pourra  être 
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réduite  à  la  forme 

(24)     As  —  Dxs(dx  —  X  dt)  +  Dys(dy  —  Y  dt)  +  Dzs(dz  —  Z  dt)  + . . . . 

La  formule  (24)  fournit  du  théorème  VIJI  une  seconde  démonstra- 
tion qui  est  moins  directe  que  la  première,  mais  pourtant  digne  d'at- 
tention, et  que  nous  allons  indiquer  en  peu  de  mots. 

L'intégration  définie  des  équations  (3),  qui  sont  du  premier  ordre 
par  rapport  aux  variables 

''    %^i    y  y    *■>     •  •  •  > 

consiste  à  déduire  d'un  système  de  valeurs  simultanément  attribuées 

à  ces  variables  un  autre  système  de  valeurs  correspondantes  de  ces 

mêmes  variables.  Supposons  le  premier  système  exprimé  à  l'aide  des 

lettres  romaines 

t,    x,    y,    z,     ..., 

et  le  second  à  l'aide  des  lettres  italiques 

',    Œ)    ji    &t     .... 

Si  l'on  donne,  non  plus  le  premier  système,  mais  le  second,  alors 
/,  x,  y,  z-,  ...  devront  être  supposées  constantes,  et  t,  x,  y,  z,  .... 
devenues  variables,  devront  vérifier  non  les  équations  (3),  mais  les 
équations  (4).  Donc,  pour  effectuer  l'intégration  définie,  on  devra  ou 
intégrer  les  équations  (3)  entre  /,  ce, y,  z,  ...,  supposées  variables, 
de  manière  que,  pour  t  =  t,  on  ait 

x  =  \,       y  =  y,        z  —  z, 

ou  intégrer  les  équations  (4)  entre  t,  x,  y,  z,  ...,  supposées  variables, 
de  manière  que,  pour  t  =  1,  on  ait 

x  =  x,        y  =  y,        z  =  z, 

Dans  la  dernière  hypothèse,  t,  x,  y,  z,  ...  étant  regardées  comme 
constantes,  on  devra  aussi  considérer  comme  constante  une  fonction  s 

de  /,  x,  y,  z, Donc  l'équation  (24),  à  laquelle  satisfait  la  valeur 

de  s  déduite  des  formules  (1 1)  fournies  par  l'intégration  définie  des 
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équations  (3),  devra  se  vérifier,  en  même  temps  que  les  équations(4), 
si  l'on  y  suppose  s  constante,  et  par  suite 

(25)  ds  =  o. 

Or,  effectivement,  cette  supposition  réduit  la  formule  (24)  à  la  sui- 
vante : 

(26)  Dxs(dx  —  Xdt)  +  DjS(dy  —  Ydt)  +  IV(dz  —  Zdt) +. .  .  =  0, 

qu'entraînent  avec  elles  les  équations  (4)-  II  y  a  plus  :  on  établira 
sans  peine  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IX.  —  Si  l'on  veut  intégrer  les  équations  (4),  qui  sont  du 
premier  ordre  entre  les  variables  t,  x,  y,  z,  . . .,  de  manière  que,  pour  une 
valeur  donnée  t  de  la  variable  indépendante  t,  les  inconnues  x,  y,  z,  ... 
acquièrent  elles-mêmes  des  valeurs  données  x,  y,  z,  . . . ,  et  vérifient  en 
conséquence  les  conditions 

il  suffira  d'assujettir  t,  x,  y,  z,  . . . ,  considérées  comme  variables,  à  véri- 
fier les  formules  (1 1). 

Démonstration.  —  Effectivement,  si  dans  les  formules  (11)  on  sup- 
pose t,  x,  y,  z,  ...  variables  et  t,  x,  y,  z,  ...  constantes,  on  aura 

(27)  dx  =  o,        dy  =  o,        d~  =  o,        .... 

Mais  ici  les  valeurs  de  dx,  dy,  ds,  ...  étant  celles  que  déterminent 
les  formules  (1 1),  il  suffira,  pour  les  obtenir,  de  remplacer  successi- 
vement dans  l'équation  (24)  la  lettre  s  par  les  lettres  x,  y,  z, 

Donc  les  équations  (27)  donneront 

f  Dx*(dx  —  X  dt)  +  Dyx (dy  -  Y  dt)  -+-  D,a?(dz  —  Zdt)  h-.  .  .=  o, 

J  Dsj(dX-Xdl)  +  Dï/(dy-Ydt)  +  DïJ(dz-Zdt)+...  =  o, 
j  Dxs(dx  —  Xdl)-f-DT5(dy  —  Y  dl)  +  D^  (dz  —  Zdl)-h...  =  o, 

et  l'on  en  conclura  » 

(29)      K(dx  —  Xdt)  =  o,       K(dy  — Ydt)  =  o,       K(dz  —  Zdi)  =  0, 
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K  étant  la  résultante  analytique  des  termes  compris  clans  le  Tableau 

Uxu?j       li  y  OC y       \J<iXy        •  ••) 

T)*j>    Dyr»    Dzy,    ■■■, 

J)\    -3,  Uy  -3,  -I-'Z-S»  •     •     •     ) 

...,  •     •     ■     ,  •••!  .... 

Or  cette  résultante,  qui  se  réduit  à  l'unité  quand  on  pose 

t  =  t, 

conservera  par  suite,  pour  une  valeur  de  t  voisine  de  /,  une  valeur 
finie  distincte  de  zéro.  Donc  les  formules  (29)  se  réduisent  aux  équa- 
tions (4),  que  vérifieront  les  valeurs  de  x,  y,  z,  . . .  tirées  des  for- 
mules (j  1). 

Le  théorème  IX  étant  ainsi  démontré,  il  suffira,  pour  revenir  au 
théorème  VIII,  d'observer  que,  dans  l'intégration  définie  d'équations 
différentielles  du  premier  ordre,  on  peut  à  volonté  prendre  pour 
représenter  ou  les  valeurs  primitives,  ou  les  valeurs  finales  des 
inconnues,  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  de  quantités  qui  se 
déduisent  l'un  de  l'autre  à  l'aide  de  ces  équations  différentielles. 


572. 

Mathématiques.   —    Observations  de  M.  Augustin  Cauciiy  sur  une  Noie 
publiée  dans  le  Compte  rendu  de  la  dernière  séance  par  M.  Catalan. 

C.  R.,  T.  XLIIl,  p.  Cny  (29  septembre  i856). 

Les  conditions  que  l'auteur  de  la  Note  présente  sous  le  titre  Nou- 
velles règles  de  convergence ,  et  qu'il  dit  lui-même  avoir  tirées  d'un 
théorème  énoncé  par  M.  Bertrand  dans  le  Tome  VII  du  Journal  de 
M.  Liouville,  peuvent  être  réduites  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I .  —  Soil  u„  le  terme  général,  supposé  réel  et  positif,  de  la 
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série 

(,)  «0,     uu     u,,     u3,      ...; 

cette  série  sera  convergente  si  un  est  de  l'une  des  formes 

A„  A„  A„ 


(2) 


«»+*      «(In)1**      «l«(ll/i)I+* 


/  étant  positif,  et  A„  s' approchant  indéfiniment,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  d une  limite  finie  A. 

Ce  théorème  et  le  théorème  cité  de  M.  Bertrand  peuvent  être  évi- 
demment remplacés  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si,  N  étant  l'un  des  rapports 

\u„        \(nu„)        \(n\n.i/„) 
(6)  j      — j j      pj >      •••, 

N  s'approche  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  d'une  cer- 
taine limite  li ,  la  série  dont  le  terme  général  est  un  sera  convergente 
quand  h  sera  négatif,  divergente  quand  h  sera  positif. 

D'ailleurs,  dans  un  Mémoire  que  renferme  le  Journal  de  M.  Crelle 
(Tome  XLII,  année  i85i),  M.  Paucker  observe  que  le  théorème  II  et 
une  règle  de  M.  de  Morgan,  avec  laquelle  ce  théorème  s'accorde,  sont 
une  conséquence  très  simple  d'un  théorème  général  sur  la  convergence  des 
séries  que  M.  Cauchy  a  donné  depuis  longtemps  dans  son  Analyse  algé- 
brique. 

Effectivement,  la  limite  vers  laquelle  converge  la  première  des 
expressions  (3),  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  n'est  autre  chose 
que  le  logarithme  du  module  de  la  série  (i).  Or,  en  vertu  du  théorème 
énoncé  à  la  page  i32  de  Y  Analyse  algébrique  ('),  publiée  en  1821,  et 
reproduit  à  la  page  388  du  IIIe  Volume  des  Exercices  d'Analyse  et  de 
Physique  mathématique  (2),  la  série  (1)  sera  convergente  si  son  module 

(  ')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III,  p.  ru. 
1  *)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XIII. 
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est  inférieur  à  l'unité,  ou,  en  d'autres  termes,  si  le  logarithme  de  ee  mo- 
dule est  négatif;  divergente ,  si  le  même  module  est  supérieur  à  l'unité, 
ou,  en  d'autres  termes,  si  le  logarithme  de  ce  module  est  positif. 

D'autre  part,  en  vertu  du  théorème  énoncé  à  la  page  ï 35  de  l\4/?<7- 
lyse  algébrique,  si,  un  étant  positif  et  w,7+l  <<  un,  on  prend 

(4)  Pn=2*Ui*-U  <r„--2"<>-,,  ..., 

les  séries  qui  auront  pour  termes  généraux  les  quantités 

(5)  u,„     <•„,    «•„,     ... 

seront  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes;  et,  en  vertu  de 
la  première  des  équations  (\),  le  module  de  la  série  dont  c„  est  le 
terme  général  sera  précisément  le  produit  de  la  quantité  positive  I2 
par  la  limite  vers  laquelle  converge,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  la  seconde  des  expressions  (3).  Donc  la  série  dont  un  est  le 
terme  général  sera  convergente  quand  cette  limite  sera  négative, 
divergente  quand  elle  sera  positive.  En  continuant  ainsi,  on  recon- 
naîtra immédiatement  dans  tous  les  cas  l'exactitude  de  l'assertion 
émise  par  M.  Paucker. 

Au  reste,  le  théorème  I  est  une  conséquence  immédiate  des  propo- 
sitions générales  établies  dans  le  second  Volume  des  Exercices  de 
Mathématiques  (page  221,  année  1827),  spécialement  du  théorème 
énoncé  à  la  page  22G  ('),  et  c'est  effectivement  de  ce  dernier  théo- 
rème que  M.  Bertrand  a  déduit  la  proposition  avec  laquelle  coïncide 
le  théorème  II,  en  faisant  voir  que,  si  l'on  pose 

k ■  =  1  —  h  =  lim(i  —  N) 

(les  valeurs  de  A,  iVétant  celles  qui  ont  été  indiquées),  la  série  dont  un 
est  le  terme  général  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  la 
limite  k  sera  supérieure  ou  inférieure  à  l'unité.  Ainsi,  par  exemple, 

(i)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  Vit,  \>.  >-±  et  273. 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  XII.  5o 
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si  N  est  la  seconde  îles  expressions  (3),  k  sera  la  limite  de 


u„  I 


l(«„) 


11.     ,» 

el  l'on  se  trouvera  immédiatement  ramené  au  théorème  énoncé  à  la 
page  IJ7  de  Y  Analyse  algébrique  (  '  ). 


573. 

Mécanique  analytique.    —   Remarques  faites  à  propos  des  observations 
présentées  par  M.  Joseph  Bertrand  (  2)  sur  un  Mémoire  de  M.  Ostho- 

GRADSKI. 

C.  R..  T.  XLIII,  p.  1066  (8  décembre  i856). 

Comme  vient  de  me  le  rappeler  un  de  nos  confrères,  M.  de  Senar- 
mont,  et  comme  le  constatent  les  notes  qu'il  a  prises  en  suivant  à 
l'École  Polytechnique  les  cours  que  j'y  faisais  en  1828,  j'avais  traité 
moi-même  à  cette  époque  la  question  relative  à  la  perte  de  forces  vives 

11)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III.  p.  i25. 

1  -  )  Observations  de  M.  Bertrand.  —  M.  Ostrôgradski  a  publié  en  1 8  ">  J  un  Mémoire 
sur  les  changements  brusques  de  vitesse  dans  les  systèmes  en  mouvement.  J'ai  eu  con- 
naissance aujourd'hui  seulemenl  de  ce  nouveau  travail,  el  je  crois  devoir  faire  remarquer 
que  le  savant  géomètre  de  Saint-Pétersbourg  s'est  rencontré  sans  le  savoir  avec  M.  Sturm 
pour  l'une  des  propositions  qui  s'y  trouvent  démontrées.  M.  Ostrôgradski  examine  en 
effet  la  diminution  de  forces  \ives  qu'éprouve  un  système  quelconque  lorsqu'on  y  intro- 
duit brusquement  des  liaisons  nouvelles,  et  il  prouve  que  celte  diminution  est  égale  pré- 
cisément à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  par  chaque  point  du 
système.  Or  ce  théorème,  analogue  au  principe  bien  connu  de  Carnot.  mais  plus  général 
cl  surtout  beaucoup  plus  net,  a  été  présenté  précisément  sous  la  mémo  forme  par 
M.  Sturm;  on  peut  consultera  ce  sujet  un  Mémoire  sur  quelques  propositions  de  Méca- 
nique rationnelle,  dont  l'extrait  a  été  imprimé  dans  les  Comptes  rendus  de  1841,  second 
semestre,  page  io46.  M.  Sturm  énonce  précisément,  et  sous  la  même  forme,  la  proposi- 
tion à  laquelle  a  été  récemment  conduit  M.  Ostrôgradski.  La  démonstration  n'est  pas 
insérée  dans  les  Compte*  rendu*  de  1 8  i  i  :  mais  sans  aucun  doute  elle  se  trouve  dans  les 
papiers  laissés  par  M.  Sturm,  et  il  serait  désirable  qu'elle  fût  publiée  avec  celle  de  plu- 
sieurs autres  propositions  remarquables  annoncées  au  même  endroit. 
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dans  un  système  de  points  matériels  dont  les  vitesses  varient  brusque- 
ment. C'est  aussi  à  ce  sujet  que  se  rapporte  un  article  qui  a  pour 
titre  :  Sur  an  nouveau  principe  de  Mécanique,  et  qui  a  été  inséré  dans 
le  Bulletin  de  Férussac  de  182;)  1  '  ).  A  la  vérité,  les  énoncés  des  théo- 
rèmes donnés  par  moi-même  dans  les  années  1828,  182;),  et  par 
.M.  Sturm  en  nS/ji,  diffèrent  quant  aux  conditions  qu'ils  supposent 
remplies,  et  il  en  résulte  qu'au  premier  abord  ces  théorèmes  pa- 
raissent entièrement  distincts.  Mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  les 
rapprocher  l'un  de  l'autre,  et  de  voir  comment  le  second  peut  être 
déduit  du  premier.  C'est  ce  que  j'expliquerai  dans  un  prochain  ar- 
ticle. 


574. 

Mécanique.        Note  sur  les  variations  brusques  de  vitesses 
dans  un  système  de  points  matériels. 

C.  R.,  T.  XLIII,  p.   11J7  (22  décembre   i856). 

Dans  un  Mémoire  que  j'ai  lu  à  l'Académie  le  21  juillet  1828, 
et  que  renferme  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  publié  par 
M.  de  Férussac  (Tome  XII,  année  1829,  page  119),  j'ai  donné  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  dans  un  système  de  points  matériels  les  vitesses 
varient  brusquement  en  vertu  d'actions  moléculaires  développées  par  les 
chocs  de  quelques  parités  du  système,  la  somme  des  moments  virtuels  des 
quantités  de  mouvement  acquises  ou  perdues  pendant  le  choc  es!  nulle 
toutes  les  fois  (pie  l'on  considère  un  mouvement  virtuel  dans  lequel  les 
vitesses  de  deux  molécules  qui  réagissent  l'une  sur  l'autre  sont  égales 
entre  elles. 

1  '  1  Œuvres  de  Caucliy,  S.  II,  T.  11. 
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Théorème  II.  —  S'il  arrive  que,  après  le  choc  tout  point  matériel  qui 
a  exercé  une  action  moléculaire  sur  un  aulre  point  se  réunisse  à  ce  der- 
nier, le  principe,  que  nous  venons  d'énoncer  fournira  toutes  les  équations 
nécessaires  pour  déterminer,  après  le  choc,  le  mouvement  de  toutes  les 
molécules  ou  de  tous  les  corps  dont  se  compose  le  système  proposé.  Dans 
le  même  cas,  l'une  de  ces  équations,  savoir  celle  qu'on  obtient  en  faisant 
coïncider  les  vitesses  virtuelles  avec  les  vitesses  effectives  après  le  choc, 
exprimera  (pie  la  perte  de  forces  vives  est  la  somme  des  forces  vives  dues 
aux  vitesses  perdues. 

Les  vitesses  virtuelles  qui,  dans  l'énoncé  du  premier  théorème, 
sont  supposées  égales  entre  elles,  sont  évidemment  les  vitesses  dont 
il  est  question  à  la  page  118,  c'est-à-dire  les  vitesses  virtuelles  des 
molécules  projetées  sur  les  directions  des  forces.  (Test  aussi  ce  que 
montrent  les  applications  faites  du  premier  théorème  (pages  120 
et  121). 

Les  deux  théorèmes  que  je  viens  de  rappeler  sont  immédiatement 
déduits,  dans  le  Mémoire  cité,  de  l'équation  générale  qu'on  obtient 
quand  on  égale  entre  elles  les  deux  sommes  de  moments  virtuels, 
relatives  aux  deux  systèmes  de  forces  motrices  que  l'on  considère 
en  Dynamique,  savoir,  au  système  des  forces  motrices  appliquées 
aux  divers  points,  et  au  système  de  celles  qui  seraient  capables  de 
produire  les  mouvements  observés,  si  ces  points  étaient  libres  et 
indépendants  les  uns  des  autres.  J'observe  que,  à  proprement  parler, 
les  vitesses  ne  varient  jamais  brusquement;  ce  qu'on  a  quelquefois 
nommé  un  changement  brusque  de  direction  ou  d'intensité  dans  les 
vitesses  n'étant  autre  chose  qu'un  changement  survenu  dans  l'inter- 
valle de  temps  compris  entre  deux  époques  très  rapprochées  l'une  de 
l'autre. 

Une  intégration  relative  au  temps,  effectuée  entre  ces  deux  époques, 
introduit  dans  le  calcul  à  la  place  de  la  somme  des  moments  virtuels 
«les  forces  qui  seraient  capables  de  produire  les  mouvements  observés. 
la  somme  des  moments  virtuels  des  quantités  de  mouvement  acquises 


EXTRAIT  N°  574,  397 

ou  perdues  dans  l'instant  dont  il  s'agit,  et  à  la  place  des  moments  vir- 
tuels des  forces  appliquées,  une  intégrale  du  genre  de  celles  que  j'ai 
nommées  intégrales  singulières,  cette  intégrale  étant  pour  l'ordinaire 
sensiblement  distincte  de  zéro,  quoique  prise  entre  deux  limites  très 
voisines.  C'est  ainsi  que  j'ai  obtenu,  dans  le  Mémoire  cité,  l'équa- 
tion (3)  qui,  dans  le  cas  où  l'intégrale  singulière  est  nulle,  se  réduit 
à  l'équation  (4),  c'est-à-dire  à  une  équation  qui  exprime  que  la 
somme  des  moments  virtuels  des  quantités  de  mouvement  acquises  ou 
perdues  s'évanouit.  D'ailleurs  l'intégrale  singulière  peut  être  décom- 
posée en  plusieurs  termes  relatifs,  les  uns  à  des  forces  finies,  telles 
que  les  attractions  ou  répulsions  provenant  de  corps  étrangers  au 
système  que  l'on  considère;  les  autres  à  des  forces  très  considé- 
rables, telles  que  les  forces  moléculaires  développées  par  des  chocs  : 
et  les  termes  de  la  seconde  espèce  sont  évidemment  les  seuls  dont 
on  doit  tenir  compte.  Or  ces  termes  disparaissent  sous  la  condition 
énoncée  dans  le  premier  théorème  :  donc,  sous  cette  condition,  la 
somme  des  moments  virtuels  des  quantités  de  mouvement  acquises 
on  perdues  pendant  le  choc  s'évanouira,  et  l'on  pourra  poser  l'équa- 
tion (4)  qui  entraîne  avec  elle  le  théorème  II. 

Lorsque  le  système  donné  de  points  matériels  se  réduit  à  une  ma- 
chine dans  laquelle  les  mouvements  des  pièces  sont  obligés  et  soli- 
daires, on  est  ramené  par  les  considérations  précédentes  aux  résultais 
énoncés  par  M.  Poncelet  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  1829,  p.  332, 
et  dans  son  Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  machines. 

Ajoutons  encore  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  intérêt.  On  sait 
que,  à  des  liaisons  établies  entre  des  points  matériels,  on  peut  substi- 
tuer les  résistances  qu'elles  opposent  aux  mouvements  de  ces  points. 
Donc  si,  au  moment  du  choc,  de  nouvelles  liaisons  sont  établies  entre 
ces  mêmes  points,  on  pourra  en  faire  abstraction  et  poser  encore 
l'équation  (3),  pourvu  que  l'on  introduise  dans  l'intégrale  singulière 
qu'elle  renferme  les  résistances  dont  il  s'agit.  Alors  aussi  la  réduction' 
de  cette  intégrale  à  zéro  sera  toujours  la  condition  nécessaire  pour 
que  l'on   retrouve   l'équation  (4).   C'est  donc  sous  celle  condition 
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seulement  que  pourra  subsister  lé  théorème  énoncé  par  M.  Sturni 
en  1 84i»  savoir  que  la  perte  des  forées  vives  dans  un  système  de  points 
entre  lesquels  on  établit  de  nouvelles  liaisons  est  la  somme  des  forces  vives 
dues  aux  vitesses  perdues  (  '  ). 

Dire  que  deux  molécules  se  réunissent  après  le  choc,  c'est  dire 
qu'elles  sont  alors  invariablement  liées  l'une  à  l'autre.  Donc  la  der- 
nière partie  du  second  théorème  présente  un  des  cas  dans  lesquels  se 
vérifie  le  théorème  énoncé  par  M.  Sturm. 


r  m  y 

Observations  sur  la  Note  insérée  par  M.  Cauchy  dans  le  dompte  rendu 
de  la  dernière  séance;  par  M.   Duhamel. 

C.  H..  T.  XLIII,  p.  u65  (29  décembre  i856). 

M.  Cauchy  a  rappelé  dans  la  dernière  séance  des  théorèmes  dont  il  a  donné 
la  démonstration  dans  le  Bulletin  de  Férussac,  de  1829;  mais,  dans  la  Noie 
qu'il  a  insérée  à  ce  sujet  dans  le  Compte  rendu,  il  s'est  glissé  quelques  pas- 
sages inexacts  que  je  crois  devoir  rectifier. 

L'énoncé  du  premier  théorème  suppose  que  deux  molécules  qui  se  sont 
choquées  ont  acquis  des  vitesses  égales;  et,  par  les  développements  qui  pré- 
cèdent et  qui  suivent,  dans  le  Mémoire  de  l'auteur,  il  est  clair  qu'il  entend 
expressément  que  ces  vitesses  ont  la  même  valeur  et  la  même  direction. 
Cependant,  dans  le  Compte  rendu,  il  dit  qu'il  faut  entendre  que  ce  sont  sim- 
plement leurs  projections  sur  la  normale  commune  aux  deux  surfaces  en 
contact,  qui  sont  égales. 

Celte  interprétation  étendrait  beaucoup  le  théorème  de  M.  Cauchy,  et 
m'enlèverait  une  partie  de  celui  que  j'ai  démontré  dans  une  Note  présentée 
à  l'Académie,  le  29  octobre  i832,  et  imprimée  en  [ 835  dans  le  Journal  de 
/'/-.'cote  Polytechnique. 

Pour  justifier  celle  interprétation,  M.  Cauchy  renvoie  à  la  page  118  du 
Bulletin.  Je  n'ai  rien  trouvé  dans  cette  page  qui  ait  rapport  à  ce  point;  mais 
à  la  page  1  [9  je  trouve  celte  phrase  : 

1  1  Voir  le  'ruine  Mil  «les  ('amples-  rendus,  page  i < >  î < . . 
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«  Or,  dans  celte  dernière  somme,  les  seules  forces  qui  auront  des  valeurs 
très  considérables,  seront  les  forces  moléculaires  développées  par  les  chocs, 
et  elles  disparaîtront  de  la  somme  dont  il  s'agit,  si  le  mouvement  virtuel  est 
tellement  choisi,  que  deux  molécules  qui  réagissent  l'une  sur  l'autre  offrent 
des  vitesses  égales  et  parallèles.  Donc,  pourvu  que  cette  condition  soit  rem- 
plie. ...  Il  en  résulte  qu'on  peut  énoncer  généralement  la  proposition  sui- 
vante.  » 

Cette  proposition  est  le  théorème  I  du  Compte  rendu. 
A  la  page  120  je  trouve  cette  autre  phrase  : 

«  Ajoutons  que  les  termes  relatifs  à  ces  forces  moléculaires  disparaîtront 
si  le  mouvement  virtuel  est  tellement  choisi,  que  deux  molécules,  qui  réa- 
gissent l'une  sur  l'autre,  aient  des  vitesses  virtuelles  égales  et  parallèles.  « 

Il  est  donc  évident  que  M.  Cauchy  n'entendait  alors  son  théorème  comme 
applicable  qu'au  cas  où  les  points  où  s'est  exercé  le  choc  ont  acquis  des 
vitesses  égales  et  parallèles.  C'est  pour  cela  que  j'avais  jugé  à  propos  de 
reprendre  la  même  question,  en  considérant  le  cas  le  plus  général  du  choc 
des  corps  mous,  celui  où  la  compression  cesse  au  moment  précis  où  les  com- 
posantes normales  des  points  en  contact  sont  devenues  égales  et  de  même 
sens.  Les  composantes  langentielles,  après  le  choc,  peuvent  d'ailleurs  être 
très  différentes,  et  les  corps  se  séparer. 

Ainsi,  comme  l'a  dit  avec  raison  M.  Bertrand,  j'ai  démontré  le  théorème 
de  Carnot  dans  en  cas  plus  général  que  M.  Cauchy;  et  l'inexactitude  de  la 
Note  de  notre  honorable  confrère  ne  peut  tenir  qu'à  une  inadvertance  qu'il 
s'empressera  sans  doute  de  reconnaître.  Quant  au  théorème  énoncé  par 
M.  Sturm,  et  qui  a  amené  cette  discussion,  je  me  propose  de  faire  à  ce 
sujet  une  Communication  spéciale  à  l'Académie. 


Réponse  de  M.  Cauchy. 

Notre  honorable  confrère  me  trouvera  toujours  disposé  à  lui  rendre 
justice,  et  comprendra  sans  peine  comment  nous  avons  pu  n'être  pas 
entièrement  d'accord  sur  l'étendue  de  deux  théorèmes  énoncés  dans 
le  Mémoire  que  j'ai  lu  à  l'Académie  le  21  juillet  1828.  Avant  relu 
e  Mémoire,  sans  connaître  le  sien,  j'y  ai  trouvé  quelques  expres- 
sions qui,  n'étant  pas  assez  précises,  avaient  besoin  d'être  inter- 
prétées ou  même  corrigées;  j'ai  reconnu  que,  à  la  page  1  [8,  le  mot 
projeté  devait  être  complété  par  un  c  muet,  et  appliqué,  non  à  un 


c 
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point,  mais  à  une  vitesse;  et  pour  que  les  applications  faites  de  la 
formule  (4)  à  la  page  121  subsistassent  sous  la  seule  condition 
énoncée  en  cet  endroit,  savoir  que  les  distances  entre  les  molécules 
fussent  invariables,  il  était  nécessaire  qu'à  la  page  120,  comme  dans 
le  principe  général  de  Dynamique  rappelé  à  la  page  118,  à  la  place 
de  ces  mots,  les  vitesses,  on  lût  les  vitesses  projetées.  Quoi  qu'il  en  soit 
de  ces  remarques,  je  ne  fais  nulle  difficulté  de  reconnaître  que  notre 
confrère  a  pu  légitimement  attribuer  le  sens  qu'il  indique  aux  deux 
passages  qu'il  a  cités.  Mais  il  reconnaîtra  certainement  à  son  tour 
que  le  théorème  énoncé  par  lui  avec  précision  se  déduit,  comme 
les  deux  miens,  de  la  formule  (3)  de  la  page  120  de  mon  Mémoire, 
et  que,  pour  obtenir  la  formule  (4  ),  à  l'aide  de  laquelle  on  peut 
les  exprimer  tous  trois,  par  conséquent  aussi,  pour  obtenir  l'équa- 
tion (i3),  qui  n'est  qu'une  transformation  de  l'équation  (4),  il  sulïit 
de  se  placer  dans  des  conditions  telles,  que  l'intégrale  singulière 
comprise  dans  la  formule  (4)  s'évanouisse.  Or  c'est  ce  qui  aura 
lieu,  dans  le  choc  des  corps,  pour  un  mouvement  virtuel  donné, 
si  ce  mouvement  est  tel,  que  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces 
moléculaires  développées  par  le  choc  se  réduise  à  zéro  ('). 


(  '  )  Pour  la  suite  de  cette  polémique,  voir,  dans  le  Tome  XLIV  des  Comptes  rendus, 
les  articles  suivants  : 

Observations  faites  par  M.  Duhamel  au  sujet  d'un  théorème  de  Mécanique  (  p.  3); 

Réponse  de  M.  Augustin  Cauchy  aux  dernières  observations  de  M.  Duhamel  (p.  Su  >. 

Réplique  de  M.  Duhamel  (p.  81); 

Observations  générales  sur  la  question  relative  au  c/ioe,  par  M.  Poxcelet  (p.  82  >: 

Observations  de  ?.l.  .MoniN  (p.  89); 

Sur  quelques  propositions  de  Mécanique  rationne/te,  par  M.  Augustin  Cauchï  (p.  101). 
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576. 
Théorie  des  nombres.  --  Recherches  nouvelles  sur  la  théorie  des  nombres. 

C.  Il-,  T.  XLIV,  p.  77  (19  janvier  1857  1. 

Trois  Mémoires  que  j'ai  présentés  à  l'Académie,  le  0.  février  1824, 
puis  le  3i  mai  (  '  )  et  le  5  juillet  i83o,  renferment  sur  la  théorie  des 
nombres,  spécialement  sur  les  communs  diviseurs  des  polynômes  à 
coefficients  entiers,  sur  les  rapports  qui  existent  entre  les  équations 
et  les  équivalences  ou  congruences,  sur  l'usage  que  l'on  peut  faire 
des  nombres  figurés  et  des  nombres  de  Bernoulli,  soit  pour  résoudre 
des  équations  du  second  degré  en  nombres  entiers,  soit  pour  déter- 
miner le  nombre  des  résidus  quadratiques,  enfin  sur  la  détermina- 
tion des  racines  primitives  des  nombres  premiers,  divers  théorèmes 
qui  ont  paru  dignes  d'attention.  De  ces  trois  Mémoires,  paraphés,  le 
premier  par  M.  Fourier,  le  second  par  M.  Cuvier,  le  troisième  par 
M.  Arago,  un  seul,  le  second,  a  été  publié  dans  le  Tome  XVII  des 
Mémoires  de  l Académie.  Parmi  les  propositions  que  renferme  le  pre- 
mier Mémoire,  l'une  détermine  un  nombre  entier  que  doit  toujours 
diviser  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  à  coef- 
ficients entiers;  et,  dans  le  cas  où,  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  la  variable  dans  le  premier  polynôme  étant  l'unité,  le 
second  polynôme  est  la  dérivée  du  premier,  cette  proposition  assigne 
au  nombre  entier  que  doit  diviser  tout  diviseur  entier  des  deux  poly- 
nômes une  valeur  égale,  au  signe  près,  au  produit  des  carrés  des 
différences  entre  les  racines  de  l'équation  que  l'on  forme  en  égalant 
le  premier  polynôme  à  zéro.  De  cette  proposition,  que  j'ai  reproduite 
dans  le  premier  Volume  des  Exercices  de.  Mathématiques  (  - ),  se  tirent, 
comme  on  peut  le  voir  dans  le  premier  Volume  et  dans  le  quatrième, 
un   grand   nombre  de  conséquences  qui  intéressent   la   théorie  des 

(  *  )  OEuitcs  de  Cauchy,  S.  I,  T.  III. 

1 2  )  OK livres  de  Cauchy,  S.  IL  T.  VI. 

CF.uvrt-s  de  C.   -    S.  I,  t.    XII.  01 
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nombres.  J'ajoute  que,  de  cette  même  proposition  combinée  avec  le 
théorème  de  Fermât,  suivant  lequel  tout  nombre  premier/?  divise 
la  différence  x1'  -x,  on  peut  immédiatement  déduire  le  théorème 
général  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème.  —  Soient 
p,  q  deux  nombres  premiers; 
0  une  racine  primitive  de  l'équation 

(i)  dP=i, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  racine  de 

(2)  1  -+-  S  +  52  +'. . .  4-  6>"-'  =  o, 

et  (-)  une  fonction  entière  de  0,  à  coefficients  entiers,  toujours  évidemment 
réductible,  en  vertu  de  la  formule  (2),  au  degré  p  —  2.  Soit  encore  n  le 
nombre  des  valeurs  distinctes  que  la  fonction  0  peut  acquérir,  quand  on 
remplace  la  racine  primitive  0  par  une  autre;  nommons 

(■),,     02,     ...,     0„ 
ces  valeurs  de  0,  et  posons 

(.!)  U  .r)  =  (x  -  &i)  (  x  -  Q,) .  .  .(.v  -  (■)„); 

enfin  soit  II  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  quantités  0,, 
0;,,  . . . ,  0„,  déterminé  par  la  formule 


(4)  H  =  (-o   *   f(0, m©,)... cm,). 

Si  y  est  supérieur  à  n,  premier  à  H,  et  diviseur  (  '  )  du  binôme 

I  5  1  ©'/  —  0, 

l'équivalence  du  degré  n 

(6)  f(a;)  =  o(         (  mini,  q) 

aura  n  racines  inégales  et  distinctes. 

(])  Le  binôme  Bi — 0  est  une  fonction  entière  de  u  à  coefficients  entiers,  el  q  esl 
nommé  diviseur  de  cette  fonction,  lorsqu'il  divise  tous  les  coefficients  dans  celle  fonction 
réduite  au  degré  j>      ■> 


EXTRAIT  V  570.  V0:ï 

Démonstration.     -  Si  l'on  pose 

<d(x,  0)  =  {x  —  0)  (x  —  i  —  0). .  .(x  —  q  4-i  —  (■)), 

on  aura,  dans  l'hypothèse  admise,  pour  toute  valeur  entière  de  r, 

<?(x,&)=qQ, 

Q  désignant  une  fonction  entière  de  0  à  coefficients   entiers.    Cela 
posé,  l'équation  identique 

f( x)  f (x  —  i ) .  .-.  f {x  —  q  4- 1)  =  9  ( x,  0,  )  a (x,  02) . . .  o ( .r ,  0„  ) 

donnera 

(-)  f(d?)  f(a?  —  i). .  .f(a;  —  q  4-i)  =  o         (mod.  7"). 

Si,  dans  la  formule  (7),  on  remplacer  par  x  4-  kq,  k  étant  un  nombre 

premier  à  y,  et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

((x  +  kq)  =F(x), 
on  aura  encore 

(8)  F(a?)  F(.r  —  1).  .  .  ¥{x  —  q  4M)  =  o  (mod.7"). 

Cela  posé,  l'équivalence 

(g)  ((x)  =  o        (  mod.  7  i 


admettra  évidemment  une  ou  plusieurs  racines,  et  le  nombre  di's 
racines  distinctes  de  cette  équivalence  sera  le  nombre  des  facteurs 
qui,  dans  chacun  des  produits 

(  10)  l'(  x)  ((x  4-i).  .  .  f(x     -  7   f-  1), 

(111  F(a»)F(ar-t-i)..  .F{x  —  q-hi), 

seront  divisibles  par  7.  D'ailleurs  7,  n'etanl  pas  diviseur  de  11,  ne 
pourra  être  diviseur  commun  de  i\.r)  et  de  ï(>).  Donc,  si  l'(.r)  esl 
divisible  par  q-,  le  polynôme 

F{x)  =  {(x)  +  kqî'(x)+... 


2, 

à,      . . . ,     y  —  i 

f 

a?)  +  *r<*) 
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sera,  comme  le  produit 

divisible  par  g  seulement.  De  plus,  si  l'(.r  )  est  premier  à  q,  on  pourra 
en  dire  autant  de  F(.r).  Enfin,  si  f(.r)  est  divisible  une  seule  fois 
par  q,  une  seule  valeur  de  k,  prise  dans  la  suite 


rendra  la  somme 


divisible  par  q,  et  F(a?)  divisible  par  (f1-,  et,  pour  toute  autre  valeur 

de  X-  prise  dans  la  même  suite,  F(a?)  sera  divisible  par  <y  seulement. 

Des  remarques  semblables  s'appliquant  à  cbacun  des  facteurs  du 

produit  (11).  si  l'on  prend  successivement  pour  k  les  divers  termes 

de  la  suite 

i,     2,     3,      ...,     g—i, 

le  nombre  des  valeurs  de  /'  pour  lesquelles  un  des  facteurs  du  pro- 
duit (n)  sera  divisible  par  q-  ne  pourra  surpasser  le  nombre  des 
racines  distinctes  de  l'équivalence  (9).  Soit  /  ce  dernier  nombre, 
qui  ne  pourra  surpasser  n.  On  aura  nécessairement  l  —  n.  Car,  si  / 
était  inférieur  à  n,  alors  la  condition  q^>n  entraînerait  la  suivante 
q  —  1  >>  /;  et,  parmi  les  valeurs 

1,     2,     3,      ...,     q  —  \ 

successivement  attribuées  au  nombre  /•,  il  y  en  aurait  au  moins  une 
qui,  en  rendant  divisible  une  seule  fois  par  q  cbacun  des  facteurs  du 
produit  (1 1)  correspondants  aux  diverses  racines  de  la  formule  ((>), 
rendrait  ce  même  produit  divisible  /fois  seulement  par  q,  tandis  que, 
en  vertu  de  la  formule  (  8  ),  il  devrait  être  divisible  par  q"  et  non  pas 
seulement  par  q1. 

Corollaire.         Du  théorème  de  Fermât,  rappelé  à  la  page  /jos,   il 

résulte  que  le  nombre  premier  q  est  effectivement  un  diviseur  du 

binôme 

0</-0 
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lorsque,  n  étant  diviseur  de p  —  i,q  est  racine  de  l'équivalence 

(  i  ■>.  )  </"'esi         (înod./j), 

dans  laquelle  on  suppose  m  —  —  — ,  et  lorsque  d'ailleurs  0  est  une 

fonction  linéaire  des  périodes  à  m  termes  formées  avec  les  racines 
primitives  de  l'équation  (i). 


577. 


Mécanique.  -      Mémoire  sur  le  choc  des  corps  élastiques, 
présenté  à  l'Académie  le  19  février  1827. 

C.  R.,  T.  XLIV,  p.  80  (19  janvier  1857). 
Ce  Mémoire  sera  publié  dans  le  prochain  Compte  rendu  (  '  ). 


578. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  les  compteurs  logarithmiques  appliqués 
au  dénombrement  et  à  la  séparation  des  racines  des  équations  trans- 
cendantes. 

C.  H.,  T.  XLIV,  p.  257  (16  février  1  s V7  1. 

Dans  la  théorie  des  équations  algébriques  à  une  seule  inconnue, 
c'est-à-dire  des  équations  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  des  fonctions 
entières  de  cette  inconnue,  l'une  des  questions  qui,  les  premières, 
ont  justement  préoccupé  les  géomètres,  a  été  d'énumérer  les  racines 
et  de  les  séparer  les  unes  des  autres.  Quand  on  considère  seulement 
les  racines  réelles,  le  problème  consiste  à  déterminer  le  nombre  des 
racines  comprises  entre  deux  limites  données,  et  pour  qu'on  soi ( 
en  état  de  la  résoudre,  il  suffit  que  l'on  sache  déterminer  le  nombre 

1  '  )  Cette  publication  n'a  pas  été  faite. 
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des  racines  inférieures  et  le  nombre  des  racines  supérieures  à  chaque 
limite,  par  conséquent  à  une  quantité  réelle  donnée.  On  peut  même, 
en  prenant  pour  inconnue  la  différence  entre  une  racine  et  cette 
quantité  réelle,  réduire  le  problème  a  la  détermination  du  nombre 
des  racines  positives  et  du  nombre  des  racines  négatives  d'une  équa- 
tion algébrique.  Ramenée  à  ces  termes,  la  question  peut  se  résoudre 
par  la  seule  inspection  des  signes  dont  se  trouvent  affectées,  quand 
on  les  réduit  en  nombres,  certaines  fonctions  des  coefficients.  Elle 
n'était  pas  résolue  par  la  règle  de  Descartes,  qui,  se  bornant  à  consi- 
dérer les  coelïîcicnts  eux-mêmes,  fournit  seulement  une  limite  supé- 
rieure au  nombre  des  racines  réelles  de  chaque  espèce,  et,  quant  aux 
autres  méthodes  proposées  pour  cet  objet  dans  les  siècles  précédents, 
Lagrange  a  observé  qu'elles  étaient  ou  insuffisantes,  ou  imprati- 
cables (').  Mais  cette  lacune,  signalée  par  Lagrange  en  1808,  a  été 
comblée,  et  l'on  connaît  aujourd'hui  diverses  solutions  du  problème. 
La  première  de  ces  solutions  est  celle  que  j'ai  donnée  dans  un  Mé- 
moire présenté  à  l'Institut,  dans  la  séance  du  17  mai  1812.  Plus  tard, 
la  question  a  été  reprise  par  M.  Sturm,  qui  l'a  rattachée  à  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  premiers  membres  d'une 
équation  algébrique  et  de  l'équation  dérivée.  Plus  tard  encore  elle  a 
été  de  nouveau  traitée,  soit  par  moi-même,  soit  par  d'autres  auteurs, 
spécialement  par  MM.  Sylvester,  Hcrmite  et  Faa  de  Bruno,  et  l'on  est 
arrivé  à  cette  conclusion  remarquable,  que  le  nombre  des  racines 
réelles  peut  être  fourni  par  l'application  de  la  règle  de  Descartes  aux 
seules  quantités  qui,  dans  l'équation  des  différences,  servent  de  coeffi- 
cients aux  puissances  de  l'inconnue  dont  les  degrés  sont  les  nombres 
triangulaires. 

Mais  les  équations  auxquelles  on  est  conduit  dans  les  applications 
de  l'Analyse  à  la  Mécanique,  à  la  Physique,  à  l'Astronomie,  ne  sont 
pas  toujours  algébriques;  elles  peuvent  être,  elles  sont  souvent  trans- 


l  '  1  Voir  le  Traité  (te  la  résolution  des  équations  numériques,  par  Lagrange,  édition 
de  1808,  page  43.  —  OEuvres  de  Lagrange,  T.  VIII,  p.  66. 
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eendantes,  et  souvent  aussi  les  racines  imaginaires  de  ces  équations 
algébriques  ou  transcendantes  jouent  un  grand  rôle  dans  la  solution 
des  problèmes.  Il  était  donc  important  d'établir  des  principes  géné- 
raux pour  le  dénombrement  et  la  séparation  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  dans  les  équations  algébriques  ou  transcendantes.  C'est 
ce  que  j'ai  fait  dans  le  Mémoire  lithographie  du  27  novembre  i83i  (  '  ) 
et  dans  quelques  autres,  spécialement  dans  un  Mémoire  que  renferme 
le  Tome  XL  des  Comptes  rendus.  Dans  ce  dernier  Mémoire,  le  dénom- 
brement des  racines  qui  représentent  les  alfixes  de  points  renfermes 
dans  un  contour  donné  a  été  réduit  à  la  détermination  de  la  quantité 
que  je  nomme  le  compteur  logarithmique.  D'ailleurs  celte  détermina- 
tion peut  être  aisément  effectuée  à  l'aide  des  formules  que  fournit  le 
calcul  des  indices  des  fonctions,  quand,  l'équation  proposée  étant  algé- 
brique, le  contour  donné  est  un  polygone  rectiligne,  ou  même  un 
polygone  curviligne  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercle.  J'ajoute 
que  les  mêmes  formules  peuvent  être  employées  avec  succès  pour  le 
dénombrement  et  la  séparation  des  racines  réelles  ou  imaginaires 
d'équations  transcendantes.  C'est  ce  que  l'on  verra  dans  le  présent 
Mémoire,  où  ces  formules  sont  appliquées  à  deux  équations  fonda- 
mentales que  présente  la  théorie  du  mouvement  elliptique  des  pla- 
nètes, savoir  à  l'équation  qui  détermine  l'anomalie  excentrique  et  à 
celle  qu'on  obtient  lorsque,  entre  cette  équation  et  sa  dérivée,  on 
élimine  l'excentricité. 

Analyse. 

i$  I.   —  Formules  générales. 

Soient 
x,  y  les  deux  coordonnées  rectangulaires  d'un    point   qui  se  meut 

dans  un  plan  ; 
z  —  x  -+- y\  l'affîxe  de  ce  point  : 
S  une  aire  comprise  dans  le  plan  donné,  et  limitée  par  un   certain 

contour; 

(  ')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  XV. 
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Z  =  i'(z)  une  fonction  de  s  qui  no  s'évanouisse  en  aucun  point  de  ce 
contour,  et  qui  demeure  finie  et  continue,  tandis  que  le  point 
dont  z  est  l'afïixe  se  meut  sans  sortir  de  l'aire  S; 

X,  Y  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  dont  l'affixe  est  Z,  en 
sorte  qu'on  ait 

Z  —  X^r  J   i. 

Concevons  d'ailleurs  que  l'on  cherche  les  racines  de  l'équation 

(.)  .  Z^o 

propres  à  représenter  les  alfixes  de  points  renfermés  dans  l'aire  S; 
supposons  que  toutes  ces  racines  soient  du  nombre  de  celles  qu'on 
nomme  racines  simples,  ou  doubles,  on  triples,  etc.,  c'est-à-dire  que,  la 
lettre  c  désignant  l'une  quelconque  de  ces  racines,  le  rapport  de  Z  à 
la  première,  ou  à  la  deuxième,  ou  à  la  troisième,  ...  puissance  de  la 
différence  z  —  c  conserve,  pour  z  —  c,  une  valeur  finie  distincte  de 
zéro.  Si  l'on  nomme  m  le  nombre  total  des  racines  dont  il  s'agit, 
égales  on  inégales,  c'est-à-dire  la  somme  de  plusieurs  nombres  en- 
tiers correspondants  à  ces  racines  et  respectivement  égaux  à  l'unité 
pour  une  racine  simple,  à  deux  [tour  une  racine  double,  à  trois  pour 
une  racine  triple,  . . . ,  on  aura 

AÎZ 
i  2  )  m  —  -j-; 

la  valeur  de  I  étant 

I  ^ari, 

et  la  variation  logarithmique  qu'indique  la  lettre  A  s'étendant  au  con- 
tour entier  de  l'aire  S. 

Ajoutons  que,  si  ce  contour  est  décomposé  en  éléments  divers,  la 
variation  logarithmique  AlZ  et  le  nombre  m,  exprimé  par  le  compteur 

logarithmique 

AÎZ 
-y-, 

se  décomposeront  à  leur  tour  en  éléments  correspondants. 
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D'autre  part,  si  par  la  notation  [w]  on  désigne  la  clef  d'une  quan- 
tité réelle  u,  c'est-à-dire  une  antre  quantité  qui  se  réduise  à  l'unité 
quand  u  est  positif,  à  —  i  quand  u  est  négatif,  alors,  en  étendant  les 

opérations  qu'indiquent  les  deux  lettres  A  et  ^  soit  au  contour  entier 

de  l'aire  S,  soit  à  une  partie  seulement  de  ce  contour,  on  aura 


(3) 
et 

(4) 


AIZ^rA 


IZ-hI(-Z) 


hm 


\Z+\(—Z)        i 


K-p 


F2)  -+-  i  arc  tang  —  —  7 
4 


r 
3r 


Lorsque  la  variation  logarithmique  AlZ  s'étend  au  contour  entier 
de  l'aire  S,  la  formule  (3)  se  réduit  à 


et  par  suite  le  nombre  m  peut  être  déterminé  à  l'aide  de  l'équation 
(  6  )  m 


afô 


l'indice  intégral  s'étendant  au  contour  entier  de  l'aire  S. 

Si  le  contour  de  l'aire  S  est  un  rectangle,  ou  même  un  polygone 
rectiligne  quelconque,  l'indice  intégral  se  décomposera  en  plusieurs 
autres,  qui  correspondront  aux  divers  côtés  de  ce  polygone,  et  les 
quantités  Z,  X,  Y  pourront  être  exprimées  en  fonction  de  longueurs 
mesurées  sur  ces  mêmes  côtés. 

Concevons  à  présent  que,  dans  le  cas  où  x  et  ¥(x)  sont  réels,  on 
désigne  par 

''a*  F  (a?) 

la  différence  entre  les  valeurs  de  F(#)  correspondantes  aux  valeurs  a;" 
et  x'  de  x,  en  sorte  qu'on  ait 


A    F  (a?)   =  F  (*>')  —  F(as'). 
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Alors,  en  réduisant  l'aire  S  à  celle  d'un  rectangle  compris  entre  les 
quatre  droites  représentées  par  les  équations 

-yi     /y  i  '  yi    sy>  " 

y— y',        y— y", 
on  tirera  de  la  formule  (G) 


Pour  que,  dans  le  cas  où 


Z  =  f(z) 


est  une  fonction  réelle  de  s,  la  formule  (7)  fournisse  le  nombre  m 
des  racines  réelles  de  l'équation  (1),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 
la  suivante 

(8)  f(jr)=o, 

renfermées  entre  les  limites  x',  x",  il  suffit  de  poser 

y'  =  -ë,        />  =  §, 

6  étant  un  nombre  infiniment  petit.  Si  d'ailleurs  les  racines  dont  il 
s'agit  sont  toutes  inégales,  le  rapport 

Y 

pourra  être  remplacé  par  le  rapport 

yî\x) 

dont  il  différera  très  peu  pour  des  valeurs  de  y  voisines  de  zéro,  et  la 
formule  (7)  donnera 


(9) 


1 


A 

2     ,         X- 


[\œ) 


Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  veuille  déterminer  le  nombre 
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total  des  racines  réelles  de  l'équation  (8).  On  devra  poser 

X1  —  —  oc,  x"  =  oo, 

dans  la  formule  (9),  qui  donnera  simplement 


(10) 


3     \V{X)\ 


si  i'(x)  est  une  fonction  entière  de  x. 

Si  le  contour  de  l'aire  S  était  composé,  non  plus  de  droites,  mais 
d'arcs  de  cercle,  alors,  dans  la  détermination  des  divers  éléments  du 
nombre  m,  on  pourrait  considérer  Z,  X,  Y  comme  fonctions  de  lon- 
gueurs mesurées  sur  ces  arcs  de  cercle,  ou  d'angles  proportionnels  à 
ces  longueurs,  ou  de  lignes  trigonométriques  dans  lesquelles  entre- 
raient ces  mêmes  angles. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  réduisait  l'aire  S  à  celle  d'un  cercle  qui 
aurait  pour  rayon  /',  et  pour  centre  le  point  dont  l'afïixe  este,  alors, 
en  posant 

z  =  c-\-rp         et        0  =  tang  — j 

on  pourrait  considérer  X,  Y,  Z  comme  fonctions  de  />  ou  de  0.  Dans 
cette  même  hypothèse,  si  Z  est  une  fonction  entière  de  degré  n,  pour 
déterminer  le  nombre  m  des  racines  de  l'équation  (1)  qui  repré- 
sentent les  atfixes  de  points  situés  dans  l'intérieur  du  cercle,  il  suffira 

de  poser 

(i  —  9i)'lZ=  V  +  Wi, 

V,  W étant  réels,  puis  de  recourir,  si  n  est  impair,  à  la  formule 

(,l)  m=7+l  3  {w)> 

6     --  » 

et  si  n  est  pair,  à  la  formule 

(,2)  m=^--kà-\T\  +  >3_{wy 
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§  II.  --  Application  des  formules   établies  clans  le  §  I. 

Si,  dans  le  mouvement  elliptique  d'une  planète,  on  désigne  par 

les  lettres  js  £  l'anomalie  excentrique  et  l'excentricité  de  l'orbite, 

on  aura 

ijj  —  s  sinJ;  =  T, 

T désignant  une  fonction  linéaire  du  temps.  L'anomalie  excentrique 
sera  donc  une  racine  réelle  d'une  équation  de  la  forme 

(  i  )  z  —  s  sin~  —  7"=  o, 

z,  T  étant  des  quantités  réelles  dont  la  première   est   inférieure  à 
l'unité. 

D'autre  part,  pour  que  l'équation  (i)  acquière  des  racines  égales, 
il  est  nécessaire  que  l'inconnue  z  vérifie  simultanément  cette,  équa- 
tion et  sa  dérivée 

(2)  I  —  £  COSZ  =  O, 

par  conséquent  aussi  la  formule 

(3)  z  —  tang-  —  T  =  o, 

que  fournit  l'élimination  de  z  entre  les  équations  (1)  et  (  2). 

z  étant  positif  et  inférieur  à  l'unité,  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (2)  sont  nécessairement  imaginaires.  Mais  il  n'en  est  plus  de 
même  des  équations  transcendantes  (1)  et  (3).  Celles-ci  admettenl 
deux  sortes  de  racines,  les  unes  réelles,  les  autres  imaginaires.  D'ail- 
leurs, pour  séparer  ces  racines  les  unes  des  autres,  pour  assigner 
même  des  limites  entre  lesquelles  chaque  racine  est  comprise,  il 
suffira,  comme  on  va  le  voir,  de  recourir  aux  formules  établies  dans 
Le  §  t. 

Parlons  d'abord  de  l'équation  (1  ).  Si  l'on  y  suppose  l'allixe  z 
réduite  à  une  quantité  réelle  x,  elle  deviendra 

(m  x  —  £  si  II  -i         7  =  0; 
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et,  pour  déterminer  le  nombre  m  des  racines  réelles  de  l'équation  (4) 
comprises  entre  deux  limites  données 

il  suffira  de  recourir  à  la  formule  (9)  du  §  I,  et  de  poser,  dans  celle 

formule, 

i(x)  =  x  —  e  sina?  —  T, 

par  conséquent 

li  X)  =  I  —  £  COS. T. 

Or,  en  vertu  de  ces  dernières  équations,  la  seconde  des  fonctions 

IV),     l'(x) 

sera  toujours  positive,  et  la  première  se  réduira  simplement  à  x  —  T, 
pour  toute  valeur  de  x  propre  à  vérifier  la  condition 

(5  )  smx  =  o, 

c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  l'on  prendra  pour  x  un  des  termes  de 
la  progression 

(6)  ...—    3  71,       —  2  77,  -77,       O,       77,       2  7T,       377,        ..., 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens.  Cela  posé,  concevons  que 
l'on  réduise  les  limites  x',  x"  à  deux  termes  consécutifs  de  cette  pro- 
gression, et  que  l'on  pose  en  conséquence 

x'=kn,        x'=(k  +  i)it, 

I;  étanl  une  quantité  entière.  La  formule  (  9  )  du  S  1  donnera 

(  ;  )  m  —  -  '  A     |  x  -  T]       [a  ''—  T]  -  [x1  -  T)  ; 

'■    .1  r 

/ 

par  conséquent  le  nombre  m  des  racines  de  l'équation  (  ] j  comprises 
entre  les  limites  dont  il  s'agit  sera  égal  à  1,  si  T  est  compris  entre 
ces  mêmes  limites,  h  zéro  dans  le  cas  contraire.  Donc  l'équation  (  \  1 
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offrira  une  seule  racine  réelle;  et,  si  l'on  nomme  kr.  le  plus  grand  des 

multiples  de  t.  inférieurs  à  T,  cette  racine  unique  sera  comprise  entre  les 

limites 

kit,     (A  +  i)7r. 

Parlons  maintenant  des  racines  imaginaires  de  l'équation  (i).  Ces 

racines  seront  de  la  forme 

z  =  x  +  ri, 

x,  y  étant  des  quantités  réelles  dont  la  seconde  ne  sera  pas  nulle,  et 
ces  racines  seront  conjuguées  deux  à  deux  :  car,  si  l'on  pose 

z  —  £  sin^  —  T  =   Y  -\-  Fi, 
A",  l'étant  réels,  on  trouvera 

(o)  A  =x  —  1  —  s  —  -  sin  x,  Y  —  v  —  £—  -  cosjt; 

2  J  2 

et  par  suite,  si  les  équations 

l-o,         V-o 

se  vérifient  pour  un  système  donné  de  valeurs  de  x  et  de  y,  elles  se 
vérifieront  encore  quand  y  changera  de  signe,  x  demeurant  inva- 
riable. Donc  la  recherche  des  racines  imaginaires  de  l'équation  (i) 
peut  être  réduite  à  la  recherche  de  celles  dans  lesquelles/  est  positif. 
Cela  posé,  nommons  m  le  nombre  de  celles  dans  lesquelles,  y  étant 
positif  et  compris  entre  deux  limites  données 

x  est  lui-même  renfermé  entre  deux  autres  limites 

Pour  obtenir  le  nombre  m,  il  suffira  de  recourir  à  la  formule  (y) 
du  §  I,  et  d'y  substituer  les  valeurs  de  X,  Y  fournies  par  les  équa- 
tions i  S  t.  D'ailleurs  la  seconde  de  ces  équations  donnera  simplement 
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pour  toute  valeur  de  x  propre  à  vérifier  la  condition 

(9)  COSJ:=:0, 

c'est-à-dire  toutes  les  t'ois  que  l'on  prendra  pour  x  un  des  termes  de 
la  progression 

(.0) 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens;  et,  dans  cette  hypothèse, 
on  aura,  en  supposant  y'  et  y"  positifs, 


5tt 

3tt 

77 

7T 

3tt 

5tt 

> 
2 

2 

2 

2 

> 

2 

2 

3(T)=7(f)  =  - 


Donc,  si  l'on  prend  pour  x',  #"deux  termes  consécutifs  de  la  progres- 
sion (10),  la  formule  (7)  du  §  I  donnera  simplement 


:»o 


icm 


Si  dans  cette  dernière  formule  on  attribue  à  y  une  valeur  positive 
très  petite,  on  aura  sensiblement 

Y  =  y  î'{x)  =/(i  —  e  cosj"), 

par  conséquent  F>o,  et 

ar     .1" 

Donc  alors,  en  vertu  de  la  formule  (m),  il  suffira,  pour  obtenir  m,  de 
poser  v  —  y"  dans  L'équation 


(12) 


;â(T> 


D'ailleurs,  eu  égard  aux  formules  (8),  l'équation 


AC> 
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donne 

(.3) 


COSJ" 


2  )' 


e(e>'—  e~yy 


et,  pour  qu'une  valeur  réelle  de  x  puisse  vérifier  la  formule  (i3), 
y  étant  positif,  il  est  nécessaire  que  la  valeur  positive  attribuée  à  y 
soit  égale  ou  supérieure  à  la  racine  positive  unique  6  de  l'équation 


04) 


ey —e-y        i 
2J  ~  £ 


Ajoutons  que  si,  cette  condition  étant  remplie,  on  pose 


(i5 


a  =  arc  cos 


'/ 


£  (  ey  —  e-y  ) 


deux  termes  consécutifs  de  la  progression  (io)  comprendront  entre 
eux  deux  racines  de  l'équation  (i3),  ou  n'en  comprendront  aucune. 
Le  dernier  cas  aura  lieu  si  x' ',  x"  sont  de  la  forme 


X1  =  (  2  A -  -+-  I  )  7Ï 


x"  =  (2/v+l)r+  -: 


k  étant  une  quantité  entière.  Si  au  contraire  x  ,  x"  sont  de  la  forme 


.r=2/«T: î  r    =  î/rH : 

2  2 


l'équation  admettra  deux  racines  a;,,  ,r;/  comprises  entre  les  limites  r  . 
x",  et  déterminées  par  les  formules 


X,  =  #'  -H  (--«)•  *,/  =  •2'"~  1^  2    " 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  formules 

x^-ïkT:  —  a,         xl/—-?./ïT;-t-y. 
Alors  aussi  la  formule  (12)  donnera 

ey  +  e-y      x  —  T 


(.6) 


m 


=i*rr. 

2   r  =  i,  L 


SllliT 
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ou,  ce  <]ui  revient  au  même, 

[  -I  -  §]  -+-  [A  +  B] 

(  1 7  m  = - — 

2 

les  valeurs  de  .4,  fi  étant 

e-v  +  e~y  y. 


V1T 


(18) 


I 


su)  y 


B- 


2  /.  77 


Slll  a 


Or,  en  vertu  de  l'équation  (i5),  on  aura 


2  Y 


(.osa 


=-  o. 


et,  comme  on  a  d'ailleurs 

ey  -t-  e~  y 


> 


e~y 


2y 


y.               i 
-. <  

siii  a        cosa 


la  première  des  équations  (18)  donnera  A  >  o.  Donc  la  formule  (17) 
donnera  m  ~  o  si  y  est  assez  petit  pour  que  A  reste  inférieur  ;i  la 
valeur  numérique  de  B,  et  m  =  1* si  A  surpasse  la  valeur  numérique 
de  B,  ce  qui  arrivera  certainement  pour  une  valeur  de  v  suffisamment 
grande,  puisque,  y  venant  à  croître  indéfiniment,  .4  converge  vers  la 
limite  yz  et  B  vers  la  limite  ik~  —  T.  Il  suffira  même,  pour  que  .1  sur- 
passe la  valeur  numérique  de  B,  d'attribuer  à  y  une  valeur  égale  ou 
supérieure  à  la  racine  positive  unique  de  l'équation 


(•9) 


e>-h  e-y 


p> 


■'■y 


1  Y 


c  -  V  ey 


0  étant  la  valeur  numérique  de  2k-  —  T. 

En  résumé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  L'équation  (  1  )  offre  une  infinité  de  racines  imaginaires  et 
de  la  forme  x  -hvi.  Parmi  ces  racines  conjuguées  deux  à  deux,  une  seule 
au  plus  de  celles  qui  répondent  à  des  râleurs  positives  de  y  offre  une  partie 

réelle  x  comprise  entre  les  limites  /,t.  -    ->  k~  H 3  /■  étant  une  quantité 

entière;  et  même  V équation  n'admet  une  telle  racine  que  dans  le  cas  ou 
la  valeur  numérique  de  /,■  est  un  nombre  pair.  D'ailleurs,  dans  cette  même 
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racine,  le  coefficient  y  de  i  est  supérieur  à  la  racine  positive  unique  6  de 
/'équation  (i-\),  et  inférieur  à  la  racine  positive  unique  y  de  l'équa- 
tion (19). 

En  appliquant  les  formules  du  §  I,  non  plus  à  l'équation  (r),  mais 
à  l'équation  (3),  on  s'assurera  :  i°  que  cette  équation  offre  une  infi- 
nité de  racines  réelles  dont  une  seule  est  comprise  entre  deux  termes 
consécutifs  de  la  progression  (G);  20  qu'elle  offre  seulement,  comme 
l'a  reconnu  M.  Serret,  deux  racines  imaginaires  conjuguées  l'une  à 
l'autre,  et  que,  dans  chacune  de  ces  deux  racines,  la  partie  réelle  est 
renfermée  entre  les  deux  termes  de  la  progression  qui  comprennent 
entre  eux  le  nombre  T. 


579. 

Analyse  mathématique.   —  Sur  la  résolution  des  équations  algébriques. 
C.  H.,  T.  XLIV,  p.  268  (i(5  février  i85-). 

J'ai,  il  y  a  vingt  ans,  adressé  à  l'Académie  plusieurs  Mémoires  sur 
la  résolution  des  équations  algébriques.  L'un  de  ces  Mémoires,  publié 
dans  le  Tome  IV  des  Comptes  rendus  ('),  renferme  divers  théorèmes 
qui  paraissent  dignes  de  quelque  attention,  entre  autres  le  suivant  : 

Théorème  1.  —  Lorsqu'une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  iné- 
gales, on  peut  obtenir  chacune  de  ces  racines  développée  en  série  conver- 
gente. 

D'autre  part,  en  suivant  diverses  méthodes  que  j'ai  développées 
dans  le  IV1'  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques  (-),  et  dont  l'une 
a  été  indiquée  par  Lagrange,  on  peut  établir  encore  le  théorème  dont 
voici  l'énoncé  : 

Théorème  II.  —  n  variables  étant  assujetties  à  cette  condition  que  leurs 

(i)  Œuvra  <lc  Cauchy,  S.  I,  T.  IV,  p.  66. 

(/')  Ibul.,  S.  Il,  T.  IX. 
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canrs  dorment  pour  somme  l'unité,  l'équation  du  degré  n  qui  détermine 
les  maxima  d' une  fonction  de  ces  variables,  entière,  homogène  et  du 
second  degré,  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Enfin,  aux  deux  théorèmes  qui  précèdent,  on  peut  joindre  le  sui- 
vant : 

Théorème  III.  —  Une  fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  des 
racines  d'une  équation  algébrique  du  degré  n  peut  être  généralement 
réduite  il  une  fonction  entière  de  la  même  racine  du  degré  n  —  i . 

Cela  posé,  soit  f(a?)  une  fonction  entière  de  la  variable  x  à  coeffi- 
cients réels  et  du  degré  n.  Désignons  par 


u,      *',      tr 


n  autres  variables  assujetties  à  la  condition 

et  par 

y—  F(w,  v,  w,  ...) 

une  fonction  de  u,  v,  iv,  ...  entière,  homogène  et  du  second  degré,  les 

coefficients  des  carrés  u2,  \>-,  w-,  .  .  .  et  des  produits  uv,  uw 

eu-,  .  .  .  ,  dans  la  fonction  y,  étant  eux-mêmes  des  fonctions  entières 
de  x  à  coefficients  réels,  et  choisis  de  manière  que  les  diverses  racines 
de  l'équation 

(i)  {{œ)  =  o 

vérifient  encore  l'équation  produite  par  l'élimination  de  u,  c,  w,  ... 
entre  les  formules 

J)„v=zo,        IK.y^o,         I),,)     :o,         .... 

Les  maxima  et  minima  de  v,  considéré  comme  fonction  de  //,  v,  w 

seront  déterminés  par  une  équation  nouvelle 

dans  laquelle  Tsera  une  fonction  entière  de  x  et  de  v,  <lu  degré  n  par 
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rapport  à  v;  et,  pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  la  variable  oc, 
l'équation  (  2  >,  résolue  par  rapport  à  v,  offrira  n  racines  réelles 

y\>   y-i y>i 

développables  en  séries  convergentes  dont  les  divers  termes  seront 
des  fonctions  rationnelles  de  oc.  Quand  on  prendra  pour  a;  une  racine 
réelle  de  l'équation  (  1),  une  racine  y  de  l'équation  (2)  s'évanouira; 
et,  eu  égard  au  théorème  III,  la  somme  de  la  série  qui  représentera 
le  développement  de  cette  racine  pourra  être,  avec  les  divers  termes, 
réduite  à  une  fonction  entière  de  x  du  degré  // —  1 .  Soit  .Y  cette 
fonction  entière.  Si  le  développement  de  y  est  tel  que  cette  fonction 
entière  ne  soit  pas  identiquement  nulle,  la  racine  réelle  x,  qui  véri- 
fiai t  l'équation  (  1  ),  devra  vérifier  encore  l'équation 

(3)  .l=o, 

dont  le  degré  est  n  —  1;  elle  sera  même  la  seule  racine  commune  à  ces 
deux  équations,  s'il  n'arrive  jamais  que  pour  une  valeur  réelle  de  x 
deux  racines  de  l'équation  (2)  soient  égales  entre  elles,  et  alors,  pour 
déterminer  la  racine  .r.  il  suffira  de  chercher  la  racine  commune  aux 
équations  (1)  et  (3). 

Des  principes  que  je  viens  d'exposer  résulte  évidemment,  pour  la 
résolution  des  équations  algébriques,  une  méthode  nouvelle,  et  qui 
semble  devoir  être  remarquée.  Dans  les  prochaines  séances,  je  déve- 
lopperai cette  méthode  et  j'examinerai  comment  on  doit  s'y  prendre 
(tour  que  la  formule  (3)  ne  se  réduise  pas  à  une  équation  identique. 
En  raison  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  cette  question,  l'Académie  me 
permettra  de  laisser  dormir  pour  l'instant  la  discussion  relative  aux 
forces  instantanées.  Je  la  reprendrai  plus  tard,  en  m'elforçant  d'être 
tellement  clair,  tellement  précis,  que  mes  assertions,  par  leur  évi- 
dence, entraînent  l'assentiment  de  tous  nos  confrères. 
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580. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  les  fonctions  quadratiques  et  homogènes 

de  plusieurs  variables. 

C;  R.,  T.  XLIV,  p.  36 1  (23  février  1807  I. 

§  I    —  Propriétés  générales  des  fonctions  quadratiques  et  homogènes. 

Lorsqu'une  fonction  homogène  de  plusieurs  variables  est  en  même 
temps  quadratique,  c'est-à-dire  du  second  degré,  (die  jouit  de  pro- 
priétés diverses  d'autant  plus  dignes  d'être  remarquées  qu'on  peut  en 
déduire  une  méthode  générale  pour  la  résolution  des  équations  algé- 
briques. Ces  propriétés  constituent  les  théorèmes  que  nous  allons 
énoncer. 

Théorème  I.  —  Soit 

(1)  v  =  F(a,ê,  ...,-n,  9) 

une  fonction  quadratique  et  homogène  de  11  variables 

X.        O,         .  .  .,        Yj,        6. 

Soient  encore 

A,     R,      ...,     II,     B 

les  demi-dèrivèes  de  celle  fonction  relatives  à  ces  mêmes  variables.  Si  l'on 
multiplie  chacune  de  ces  demi-dénvêes  par  la  variable  correspondante,  la 
somme  des  produits  obtenus  sera  la  fonction  elle-même,  en  sorte  qu  'on 
aura 

(>.)  y  =  Aa-f-Bê+...  +  Hrj-+-00. 

Démonstration.  —  Si  le  théorème  est  vrai  quand  on  prend  pour  v 
certaines  fonctions  quadratiques  et  homogènes 


s 


II,       V,       w,        .  .  . 

des  variables 

y-,    S,     ...,     n,     0, 

il  continue  évidemment  de  subsister  quand  on  prendra  pour  y  une 
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fonction  linéaire  de  //,  v,  <r,  D'ailleurs  le  théorème  énoncé  est 

évidemment  exact,  quand  la  fonction  y  se  réduit  au  carré  a2  d'une 

seule  variable,  ou  au  double  produit  27.6  de  deux  variables,  attendu 

qu'on  a,  dans  le  premier  cas 

A  =  a, 

dans  le  second  cas 

A  —  6,         B  =  a, 

et  que,  par  suite,  la  formule  (2)  se  réduit,  dans  le  premier  cas,  à 

l'équation  identique 

ct-=  cr.y., 

dans  le  second  cas,  à  l'équation  identique 

1  y.o  =  b5t  +  ac. 

Donc  le  théorème  énoncé  sera  généralement  vrai. 

Ce  théorème,  déjà  connu,  constitue  pour  les  fonctions  quadratiques 
ce  qu'on  nomme  le  théorème  des  fondions  homogènes.  La  démonstration 
très  simple  que  nous  venons  d'en  donner  offre  cet  avantage  qu'elle 
s'applique  encore  aux  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  II.  --  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  1. 

désignons  par 

«„      6„      ...,     Y),,      0,, 

deux  systèmes  de  valeurs  successivement  attribuées  aux  variables 

a,     6,      ...,     y],     0, 

et  par 

A„     B„      ...,     H„     0„ 

A„     D„,     ...,     H,„     0„ 

les  valeurs  correspondantes  des  demi-dé/ivées 

A,     15,     ...,     H,     0. 

Si  l  on  multiplie  les  valeurs  des  variables  dans  l'un  des  systèmes  donnes 
pur  les  videurs  des  demi-dérivées  correspondantes  dans  l'autre  système. 


EXTRAIT   N"  580.  423 

la  somme  des  produits  obtenus  ne  changera  pas  de  valeur  quand  on 
échangera  les  deux  systèmes  entre  eux  ;  en  sorte  qu'on  aura 

(3)     A,a,/-B,6,/  +  ...  +  H/-o„+0/9„  =  .V,a,+  B,/S,4-...-H//^,-t-0//0,. 

Démonstration.  —  Le  théorème  II  est  évidemment  exact  quand  la 
fonction  y  se  réduit  à  oc2  ou  à  2aÇ,  attendu  que  la  formule  (3)  se 
réduit,  dans  le  premier  cas,  à  l'équation  identique 

(X  OC    ^z  oc    OC  . 

dans  le  second  cas  à  l'équation  identique 

&  OC   -h  OC  S   =  6   oc  -+  y.   ê. 

Donc  ce  théorème  sera  généralement  vrai. 

Théorème  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  I '. 
si  l'on  multiplie  par  le  carré  de  chaque  variable  la  différentielle  du  rap- 
port qu'on  obtient  quand  on  divise  par  cette  même  variable  la  demi- 
dérivée  correspondante,  la  somme  des  produits  formés  s'évanouira  ;  en 
sorte  qu'on  aura 

/  .->  .  A       „,  .  B  ,  ,  II       „,  ,  0 

4  a.-  d -  +.62  d-5-  -+- . . .  +  rr  d  —  +  B1  d -r  =  o. 

oc  b  n  a 

Démons/ration.  --  Le  théorème  III  est  évidemment  exact  quand  la 
fonction  y  se  réduit  à  or  ou  à  2aÇ,  attendu  que  la  formule  (]  >  se 
réduit,  dans  le  premier  cas,  à  l'équation  identique 

a-  d  —  =  o, 

y. 

dans  le  second  cas  à  l'équation  identique 

a-  il h  o2  d^  =3  o. 

y.  o 

Donc  ce  théorème  sera  généralement  vrai. 
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S  II.  —  Sur  l'équation  qui  détermine  les  maxima  et  minima  d'une  fonction 
réelle  quadratique  et  homogène  de  plusieurs  variables  dont  les  carrés 
donnent  pour  somme  l'unité. 

Soient,  comme  dans  le  §  I, 
(.)  J-F(a,  S,  ...,Y),0) 

une  fonction  quadratique  et  homogène  de  n  variables 

2,     S,     . . . ,     n,     8, 

et 

A,     B,     ... .,     H,     0 

les  demi-dérivées  de  cette  fonction  relatives  à  ces  mêmes  variables. 
Si,  la  fonction  étant  réelle,  c'est-à-dire  à  coefficients  réels,  on  assu- 
jettit les  a,  £,...,  Y],  0  à  la  condition 

(2)  a2+  S2 -h.  .  .  +  Y)2-r-  B-=  I, 

les  maxima  et  minima  de  cette  fonction  y  seront  déterminés  par  la 

formule 

.,.  A       B  H       0 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  équations 

I  \  )       a  )■  —  A  =  o,       ë y  —  B  =  o,        .  .  . ,       rt  y  —  H  =  o,       Oy  —  0  =  o. 

Ces  dernières  équations  étant  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux 

variables 

a,     S,      ....     y,      9, 

on  pourra  en  déduire,  par  l'élimination  de  ces  variables,  et  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  recourir  à  la  condition  (2),  une  équation  finale 

F-o, 

dans  laquelle  F  sera  fonction  de  y  seulement.  D'ailleurs,  pour  obtenir 
celle  équation  finale,  il  suffira  de  substituer  dans  la  première  des 
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équations  (4)  des  valeurs  de  a,  6,  . . . ,  Y),  0  propres  à  vérifier  les  sui- 
vantes; par  conséquent  il  suffira  de  prendre 

(6)  r  =  *y-A, 

a,  ë,  . . . ,  y],  0  étant  choisis  de  manière  à  vérifier  les  équations 

(7)  êj  — B  =  o.         ...,         Yiv  —  H  =  o,    .      Qy  —  0  =  o. 

Or  on  satisfera  aux  équations  (7)  en  prenant  pour  a,  6,  . . . ,  v\,  6  <les 
fonctions  entières  de  y  déterminées  par  les  formules 

(8)  a  =  |«Û|,        6  =  |6Û|,      '...,        *  =  \-nQ\,        9  =  \dQ\, 
jointes  à  l'équation 

(9)  ii  =  (êj-B)...(-ov-H)(6j-0), 

et  en  considérant,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (8), 
ce,  €,  ...,  Y),  0  comme  des  clefs  anaslrophiques  assujetties  à  la  con- 
dition 

(10)  |  aê.  .  .f)B  |  =  i. 

II  importe  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (6)  et  (8)  on  aura 
(u)  V=\(xy-A)9.\, 

par  conséquent 

(12)  F—  |(«v-  A)(6v  —  B)...(-oy—  H)(0/  — 0)|, 

a,  6,  . . . ,  Y],  0  étant  des  clefs  anastrophiques  assujetties  à  la  condition 

|aê...ri0|  =  i. 
D'autre  part,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (8),  on  aura 
(,3)  «  =  \(ëy-B)...(*y-U)(6y-e)\, 

pourvu  qu'après  avoir  posé  a  =  o  dans  la  fonction  F(a,  £,...,  Y),  0), 
et,  par  suite,  dans  les  demi-dérivées  B,  . . . ,  H,  0,  on  considère,  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (i3),  6,  ...,  yj,  0  comme  des  cfçfs 

OEuvrei  de  C.  —  S.  I,  t.  XII  54 
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anastrophiques  assujetties  à  la  condition 

|6...tlfl|  =  i. 

Cela  posé,  la  fonction  a  de  y,  déterminée  par  la  première  des  for- 
mules (8),  sera  évidemment  ce  que  devient  Y  lorsqu'on  réduit  la 
fonction  F(a,  S,  ...,/],  G)  à  F(o,  S Y],  0)  en  posant  a  ==  o. 

Observons  encore  que,  dans  la  fonction  F  déterminée  par  l'équa- 
tion (12),  le  terme»  qui  renfermera  la  plus  haute  puissance  de  v sera 
évidemment  y".  Donc  l'équation  (5),  résolue  par  rapport  à  y,  offrira 
h  racines.  J'ajoute  que  la  fonction  Y,  déterminée  par  l'équation  (12), 
jouira  de  plusieurs  propriétés  remarquables,  desquelles  se  déduira 
aisément  la  nature  des  racines  de  l'équation  (5).  C'est  ce  que  je  vais 
faire  voir. 

Remarquons  d'abord  que  les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  être  rem- 
placées par  la  seule  formule 

A  -+-  Y      B  110 

04)  y=  — ■  =g=...=  -  =  r 

Cela  posé,  soient 

r,«   y, 

deux  valeurs  distinctes  successivement  attribuées  à  y,  et,  pour  dési- 
gner les  valeurs  correspondantes  des  quantités  représentées  par  les 

lettres 

a,     S,      ...,     9,     yj,         A,     B,      ...,     H,     O,         Y, 

et  déterminées  par  les  équations  (6)  et  (8),  plaçons  au  bas  de  ces 
lettres  un  accent  simple  ou  double.  La  formule  04)  donnera,  pour 

y  =  y,< 

.  \ .+  Y,       B,  H,       €>, 

(,5)  ^-^^i=-=T,=v 

puis  en  posant,  pour  abréger, 

(16)  s  =ccl<x„  +S,ê,  +  ...  +  t),y)„  -t-0,0„, 

(H)  S  =  A,ct,  +  B/6,H-...  +  H#Ti,  +  e,0„ 
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on  tirera  de  la  formule  (io) 

,   r.  >  S  -h  Y  a 

(18  y,—  -      —J-JL. 

s 

Mais  s  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  échange  en  Ire  eux  y/t  yv,  et 
en  vertu  du  second  théorème  du  §  I,  on  pourra  en  dire  autant  de  5. 
On  aura  donc  encore 

do»  r,= — -j-l 

et,  par  suite, 

(20)  y»  — y,—         „ — —  > 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ou  bien  encore 

Y        Y 

h  ' 

/         s  ait  at 

(22)  a!all—!L_ =  s. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  pose 

j  a  —  y  1 — y* 

elle  donnera  simplement 

(23)  a2Dy-=*, 

la  valeur  de  s  étant  déterminée  par  l'équation 

(24)  s  =  ai+  ê2  +  .  .  .  +  Y]2  -+-  0-. 

On  peut,  au  reste,  déduire  directement  l'équation  (28)  de  la  for 
mule  (i4)«  de  laquelle  on  tire 

_    A       n   Y      n'B  ,.    H       _    (■) 

1  =  I)v hDr-  =  Dy-r  — .  .  .=  Dr—     -  I), 

J  a  }  a  6  '  i\ 

et,  par  suite,  eu  égard  au  théorème  III  du  §  I, 

Y 

(25)  a2Dr  —  =  a-'+ê2  +  .  .  .  4- ri2  +  î/2. 

a 
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Les  formules  (21)  et  (25)  permettent  de  reconnaître  aisément  ta 
nature  des  racines  de  l'équation  (5).  On  peut  conclure  de  la  for- 
mule (21)  que  toutes  ces  racines  sont  réelles.  En  effet,  la  fonction 
F(a,  6,  . . . ,  0,  y;)  étant  supposée  réelle,  c'est-à-dire  à  coefficients 
réels,  la  fonction  de  y  représentée  par  Y  sera  pareillement  réelle,  et, 
si  l'équation  (5)  admet  des  racines  imaginaires,  ces  racines  seront 
conjuguées  deux  à  deux.  D'ailleurs,  si  l'on  nomme 

y  1  >   y  h 

deux  racines  conjuguées  de  l'équation  (5),  les  valeurs 

Y       Y 
de  F  correspondantes  à  ces  deux  racines  s'évanouiront.  On  aura  donc 

r,=  r.=o, 

et,  comme  la  différence 

y  —  y 

j  h      j  1 

sera  le  double  du  coefficient  de  i  dans  l'une  des  racines,  par  consé- 
quent une  quantité  distincte  de  zéro,  l'équation  (21)  donnera 

5  =  0 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(26)  «;  a,  -+-  S, S„  ■+- . . .  -+-  -rirn,,  +  9, 9„  =  o. 

D'ailleurs, 

y,>   y„ 

étant  deux  expressions  imaginaires  conjuguées,  on  pourra  en  dire 
aillant  de 

a,  et  a„,     6,  et  S„,     ...,     y),  et  n,„     0,  et  0„. 
Doue  chacun  des  produits 

«,<*„,      o,c„,       ...,      Y),*),,,       0,0, 

sera  positif,  à  moins  que  ses  deux  facteurs  ne  s'évanouissent  simulla- 
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nément,  et  l'équation  (26)  ne  pourra  subsistera  moins  que  l'on  n'ait 
en  même  temps 

[  «,  =  0,         ê,  =  0,  ...,         Y),  =  o,         9,  =0, 

(27)  )  e  a 

(  a„=o,         6,  =  o,  ...,         i]rf==o,         0,  =  o. 

Donc  toutes  les  racines  de  l'équation  (5)  seront  certainement  réelles 
si  aucune  d'elles  ne  vérifie  avec  la  formule  (5)  les  n  équations 

(28)  OC  =  O,  6  =  0,  ...,  Y]=0,  6  =  0. 

D'ailleurs  cette  dernière  condition  ne  pourrait  être  remplie  que  pour 
des  cas  exceptionnels  correspondants  à  des  valeurs  particulières  des 
coefficients  que  renferme  la  fonction  F(a,£,  .  ...,V),  6),  et  les  valeurs 
qu'acquerraient,  dans  ces  cas  exceptionnels,  les  racines  de  l'équa- 
tion (5),  seraient  certainement  des  limites  vers  lesquelles  converge- 
raient des  valeurs  très  voisines  qu'on  obtiendrait  en  altérant  très  peu 
une  ou  plusieurs  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  divers  coef- 
ficients. Ces  valeurs  voisines  étant  réelles,  leurs  limites  seraient  né- 
cessairement réelles;  d'où  il  résulte  que,  même  dans  les  cas  excep- 
tionnels, l'équation  (5)  n'admettra  point  de  racines  imaginaires. 
Ainsi  la  formule  (21)  entraîne  la  proposition  qui  a  été  rappelée  aux 
pages  4 18,  419»  et  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  I.  —  n  variables  étant  assujetties  à  cette  condition,  que  la 
somme  de  leurs  carrés  soit  l'unité,  l'équation  du  degré  n  qui  détermine 
les  maxima  et  les  minima  d' une  fonction  quadratique  homogène  et  réelle 
de  ces  variables,  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Les  n  racines  réelles  de  l'équation  (5)  seront  généralement  iné- 
gales, et  ne  pourront  cesser  d'être  inégales  que  dans  le  cas  où  une 
même  valeur  de  y  vérifiera  simultanément  cette  équation  et  sa  dé- 
rivée 

(29)  DyI— o. 

Dans   ce  cas  particulier,  les  coefficients  que  renferme  la  fonction 
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K(a,  £ y],  0)  devront  satisfaire  à  l'équation  de  condition  que  pro- 
duira l'élimination  de  y  entre  les  formules  (5)  et  (29).  Soit 

(  3o  )  A  =  o 

cette  équation  de  condition.  On  pourrait  croire  au  premier  abord 
qu'elle  servira  uniquement  à  déterminer  un  des  coefficients  ren- 
fermés dans  F(a,  € *]*$)  quand  on   connaîtra   tous   les  autres. 

Mais  il  n'en  est  pas  ainsi.  Effectivement,  lorsqu'une  même  valeur 
de  y  vérifiera  les  formules  (5)  et  (29),  l'équation  (25)  donnera 

'  (3i)  «2-i-  62-4-.  .  . -|-ï)24-Ô2=o, 

et  entraînera  nécessairement  avec  elle  les  conditions  (28).  Il  y  a 
plus  :  ces  conditions  devront  encore  être  vérifiées  lorsque,  dans  les 
formules  (8),  on  supposera  la  fonction  £2  déterminée,  non  plus  par 
l'équation  (9),  mais  par  l'une  de  celles  qu'on  en  déduit  à  l'aide 

d'échanges  opérés  entre  les  clefs  a,  S 0,  y;.  En  conséquence,  on 

peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Pour  qu'une  racine  y  de  l'équation  (.">)  soil  une  racine 
double  ou  multiple ,  il  est  nécessaire  que  celle  racine  vérifie  chacune  des 
équations  (28),  les  valeurs  de  a,  €,  . . . ,  Y],  6  étant  déterminées  par  les 

formules  (8  )  jointes  ou  à  l'équation  (9),  ou  à  l'une  de  celles  qu'on  en 
déduit  quand  on  échange  entre  elles  les  clefs  a,  6,  ...,/],  0.  Par  suite, 
pour  qu'une  racine  réelle  de  l'équation  (5)  soil  double  ou  multiple,  il  est 
nécessaire  quelle  soil  commune  à  cette  équation  et  à  toutes  celles  qu'on 
en  déduit  quand  on  remplace  la  fonction  F  (a,  €,...',  r\,  0)  par  une  des 

fonctions 

F(o,  ê,  ...,  y),  9),     F(a,  o,  ...,y),  9),      ...,     F(a,  6, ...,  o,  Q),     F(«,  6, ...,  yj,  o). 

Observons  encore  qu'en  vertu  de  la  formule  (23)  la  dérivée  du 

Y        . 

rapport  — j  prise  par  rapport  à  a,  sera  toujours  positive  quand  elle 

ne  sera  pas  nulle.  Donc,  pour  des  valeurs  croissantes  de  y,  ce  rapport 
croîtra  sans  cesse;,  tant  qu'il  conservera  une  valeur  finie,  et,  quand  il 
changera  de  signe  avec  F  en  passant  par  zéro,  la  valeur  de  a  devra 
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être  positive  si  Y  passe  du  négatif  au  positif;  elle  devra  être  négative 
si  F  passe  du  positif  au  négatif.  Si  d'ailleurs  on  nomme 

(32)  y\,    y-!,     ...,    ya-i,    y„ 

les  racines  de  l'équation  (5)  rangées  par  ordre  de  grandeur,  de 
manière  qu'elles  forment  une  suite  croissante,  et  si  l'on  fait  croître  y 
par  degrés  insensibles  depuis  une  limite  inférieure  à  y,  jusqu'à  une 
limite  supérieure  à  yn,  Y  ne  changera  de  signe  qu'au  moment  où  Y 
acquerra  une  valeur  représentée  par  l'un  des  deux  termes  de  la 
suite  (32),  et  à  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite  correspon- 
dront deux  changements  de  signe  de  la  fonction  Ten  sens  opposés, 
par  conséquent  deux  valeurs  de  a,  dont  l'une  sera  positive,  l'autre 
négative.  Donc,  si  l'on  nomme 

(33)  «,,     a2,     a„_,,     a„ 
les  valeurs  de  a  correspondantes  aux  racines 

y,,     y  s,     ...,     y„_„    yn 

de  l'équation  (5),  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (33)  seront 
toujours  deux  quantités  affectées  de  signes  contraires.  En  consé- 
quence, deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (3a)  comprendront  tou- 
jours entre  eux  l'une  des  n  —  i  racines  de  l'équation 

(34)  oc  =  o, 

et  réciproquement  deux  racines  consécutives  de  l'équation  (34)  com- 
prendront toujours  entre  elles  un  terme  de  la  suite  (32).  D'ailleurs, 
comme  on  l'a  remarqué,  a,  dans  l'équation  (34),  sera  ce  que  de- 
vient Y  lorsque,  dans  la  fonction  F(a,  S, . . . ,  Y],  0  ),  on  pose  a  =  o.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  --  Soit  y  =  F(a,  6",  . . . ,  y],  0)  une  fonction  quadratique 
réelle  et  homogène  de  n  variables  a,  6,  . . . ,  tj,  0  dont  les  carrés  donnent 
pour  somme  l'unité.  Soit  encore 

(5)  V=o 
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l'équation  en  y  du  degré  n,  qui  détermine  les  maxima  et  minima  de 
cette  fonction,  et  nommons 

(3a)  yu    y,,     ...,    /„_„    y„ 

les  n  racines  réelles  de  cette  équation.  Enfin  soient 

(35)  y,    y",     ...,    /»-*> 

les  n  —  i  racines  de  l'équation  analogue  à  laquelle  on  parvient  lorsque, 
dans  la  fonction  F(a,  Ç,  . . . ,  Y],  0),  on  réduit  à  zéro  l'une  des  variables; 
et  supposons  les  racines  de  chaque  équation  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, de  manière  à  former  une  suite  croissante.  Chacune  des  racines  de 
l'équation  (5)  sera  comprise  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite 

(36)  -oo,     y',     y",      ...,     /—»),     oc. 

Le  troisième  théorème,  duquel  on  pourrait  déduire  le  deuxième, 
était  déjà  énoncé  dans  le  Mémoire  sur  l'équation  à  l'aide  de  laquelle 
on  détermine  les  inégalités  séculaires  du  mouvement  des  planètes 
(voir  le  Volume  IV  des  Exercices  de  Mathématiques,  p.  102)  (').  Les 
principes  ci-dessus  exposés,  en  fournissant,  comme  on  vient  de  le 
voir,  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème,  reproduisent 
avec  la  même  facilité  les  autres  propositions  énoncées  dans  ce  Mé- 
moire. 


581. 

Analyse  mathématique.  —  Note  sur  les  résultantes  anaslrophiques. 
C.  R.,  T.  XLIV,  p.  3;o  (23  février  1857). 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  seront  développés  dans  une  pro- 
chaine séance. 

(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  IX,  p.  174. 
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582. 

Analyse  mathématique.  -     Théorie  nouvelle  des  résidus. 
C.  R..  T.  XLIV.  p.  4oG  (à  mars  i85;  i. 

§  I.  —  Considérations  générales. 

C'est  clans  le  premier  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques,  pu- 
blié en  1826  ('),  que  j'ai,  pour  la  première  fois,  exposé  les  principes 
du  Calcul  des  résidus,  qui,  comme  je  l'ai  fait  voir  et  comme  l'ont  aussi 
montré  divers  auteurs,  entre  autres  MM.  Blanchet  et  Tortolini,  s'ap- 
plique avec  succès,  non  seulement  à  la  décomposition  des  fonctions 
rationnelles  et  à  la  détermination  des  intégrales  définies,  mais  encore 
ii  l'intégration  des  équations  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles, 
et  à  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes,  spécialement  de 
ceux  que  présente  la  Physique  mathématique.  Toutefois  la  définition 
que  j'avais  d'abord  donnée  du  résidu  partiel  ou  intégral  d'une  fonction 
laissait  quelque  chose  à  désirer.  A  la  vérité,  cette  définition  était  ana- 
logue à  celle  que  Lagrange  a  donnée  de  la  fonction  dérivée;  et  de  même 
que,  suivant  Lagrange,  la  dérivée  d'une  fonction  y  de  x  est  le  coefficient 
de  la  première  puissance  d'un  accroissement  1  attribué  à  la  variable  x, 
dans  le  développement  de  l'accroissement  correspondant  de  y  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  e,  j'appelais  résidu  partiel  de  la  fonc- 
tion y,  relatif  à  une  valeur  pour  laquelle  cette  fonction  devenait 
infinie,  le  coefficient  de  1  "'  dans  le  développement  de  la  variation 
de  y  suivant  les  puissances  descendantes  de  e. 

Mais  les  définitions  précédentes  de  la  dérivée  d'une  fonction  et  de 
son  résidu  partiel  relatif  à  une  valeur  donnée  de  la  variable  s'appuient 
sur  la  considération  des  développements  en  séries;  et,  comme  je  l'ai 
remarqué  dans  Y  Analyse  algébrique,  il  convient  d'éviter  l'emploi  des 
séries  dont  la  convergence  n'est  pas  assurée.  On  y  parvient  dans  le 

1  1  )  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II.  T.  VI. 

OEuvres  de  C.  —  S.   I,  t.  XII.  55 
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Calcul  infinitésimal,  en  substituant  à  la  définition  de  Lagrange  la  notion 
claire  et  précise  du  rapport  différentiel  de  deux  quantités  variables,  et 
en  désignant  sous  ce  nom  la  limite  vers  laquelle  converge  le  rapport 
entre  les  variations  infiniment  petites  et  correspondantes  de  ces  deux 
quantités. 

Il  était  à  désirer  qu'on  pût  aussi  appuyer  le  Calcul  des  résidus  sur 
une  notion  claire,  précise  et  facile  à  saisir,  qui  fût  indépendante  de  la 
considération  des  séries.  Après  y  avoir  mûrement  réfléchi,  j'ai  re- 
connu que  les  principes  établis,  d'une  part  dans  mon  Mémoire 
de  i(S-2>  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires ,  et  dans 
le  Mémoire  lithographie  du  27  novembre  i83i,  d'autre  part  dans  les 
Mémoires  que  j'ai  publiés  sur  les  fonctions  monodromes  et  monogénes, 
permettraient  d'atteindre  ce  but.  (l'est  ce  que  je  vais  expliquer  en  peu 
de  mots. 

Supposons  qu'un  point  mobile  dont  l'afïixe  est  c  se  meuve  dans 
l'intérieur  d'une  certaine  aire  S  ou  sur  le  contour  de  cette  aire,  et 
que,  dans  le  dernier  cas,  en  décrivant  ce  contour,  il  tourne  autour  de 
l'aire  S  dans  le  sens  indiqué  par  la  rotation  d'une  affixe  dont  l'argu- 
ment croît  avec  le  temps.  Soit  d'ailleurs  Z  une  fonction  de  l'alfixe  z, 
(jui  reste  monodrome  dans  toute  l'étendue  de  l'aire,  et  conserve  une 
valeur  finie  en  chaque  point  du  contour.  Enfin,  le  contour  étant  par- 
tagé en  éléments  très  petits,  multiplions  la  variation  que  z  subit 
quand  on  passe  de  l'origine  d'un  élément  à  son  extrémité  par  une 
valeur  de  Z  correspondante  à  un  point  de  cet  élément.  La  somme  des 
produits  ainsi  formés  aura  pour  limite  une  certaine  intégrale  (S).  Or 
celle  intégrale,  qui  dépendra  en  général  non  seulement  de  la  fonc- 
tion Z,  mais  aussi  de  la  forme  attribuée  au  contour  de  l'aire  S,  de- 
viendra, du  moins  entre  certaines  limites,  indépendante  de  ce  con- 
tour, si  la  fonction  Z,  supposée  déjà  monodrome  dans  toute  l'étendue 
de  l'aire  S,  est  de  plus  monogène  en  chaque  point  de  cette  aire.  En 
effet,  dans  celle  hypothèse,  l'intégrale  (S)  ne  changera  pas  de  valeur 
si,  le  contour  venant  à  se  modifier  par  degrés  insensibles  et  à  changer 
de  forme,  la  fonction  Z  reste  non  seulement  monodrome  et  monogène, 
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mais  encore  finie  en  chacun  des  points  successivement  occupés  par 
ce  contour.  Cela  posé,  nommons  points  singuliers  ceux  dont  les  atïîxes 
rendent  infinie  la  fonction  Z,  ou,  en  d'autres  termes,  ceux  dont  les 
atïîxes  sont  racines  de  l'équation 

(0       ■  i=o. 

Quand  la  fonction  Z  sera  monodrome  et  monogène  dans  toute  l'étendue 
de  l'aire  S,  l'intégrale  (S)  dépendra  uniquement  de  cette  fonction  Z 
et  de  la  position  des  points  singuliers  renfermés  dans  l'aire  S.  Il  est 
aisé  de  voir,  par  exemple,  qu'elle  sera  toujours  nulle  si  l'aire  S  ne 
renferme  aucun  point  singulier,  et  qu'elle  aura  pour  valeur  la  con- 
stante 

si,  le  pôle  étant  le  seul  point  singulier  que  renferme  l'aire  S,  l'équa- 
tion 

i 

z=° 

se  réduit  à  l'équation  linéaire 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  l'on  a 

Le  rapport 

qui  se  réduira  dans  le  premier  cas  à  zéro,  dans  le  second  cas  à  l'unité, 
est  ce  que  nous  nommerons,  dans  tous  les  cas,  le  résida  intégra/  de  la 
fonction  Z  relatif  à  l'aire  S.  Si  l'on  substitue  à  la  fonction  Z  la  dérivée 
de  son  logarithme  népérien  prise  par  rapport  à  la  variable  s,  l'inté- 
grale (S  )  ne  sera  autre  chose  que  la  variation  logarithmique  de  Z,  et 

le  résidu  intégral 

(S) 

I 
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se  réduira  au  compteur  logarithmique 

(  -1  )  -j—  ' 

;i  l'aide  duquel  s'exprime  la  différence  entre  les  deux  entiers  qui 
en  limèrent  les  racines  des  deux  équations 

(4)  Z=of 

(i)  £=0. 

correspondantes  ;i  des  points  singuliers  renfermés  dans  l'aire  S. 

Concevons  à  présent  que  le  contour  de  l'aire  S  s'étende  et  se  dilate, 
de  manière  à  se  transformer  en  un  nouveau  contour  qui  enveloppe  le 
premier  de  toutes  parts.  L'aire  S  croîtra,  et  sa  variation  AS  sera  une 
nouvelle  aire  renfermée  entre  les  deux  contours.  Si  d'ailleurs  une 
fonction  Z,  monodrome  et  monogène  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  AS, 
conserve  une  valeur  finie  en  chaque  point  de  chaque  contour,  à  la 
variation  AS  de  l'aire  S  correspondra  une  variation  A(S)  de  l'inté- 
grale (S),  et  cette  dernière  variation  dépendra  uniquement  de  la 
fonction  Z  et  de  la  position  des  points  singuliers  renfermés  dans 
l'aire  AS.  Alors  aussi  le  rapport 

A(S) 
I 

sera  ce  que  nous  nommerons  le  résidu  intégral  de  la  fonction  Z  relatif 
à  l'aire  AS. 

Les  définitions  précédentes  étant  admises,  si  l'on  décompose  l'aire  S 
ou  AS  en  éléments  finis  ou  infiniment  petits,  mais  tels  que  la  fonction  Z 
conserve  en  chaque  point  de  leurs  contours  une  valeur  finie,  le  résidu 


intégral 


<§>  ou  *£2 


sera  la  somme  des  résidus  partiels  correspondants  à  ces  divers  élé- 
ments, et,  si  les  éléments  sont  choisis.de  manière  que  chacun  d'eux 
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ne  renferme  jamais  plus  d'un  point  singulier,  un  résidu  partiel,  quand 
il  ne  s'évanouira  pas,  sera  un  résidu  relatif  à  un  seul  point  singulier, 
par  conséquent  une  quantité  qui  dépendra  uniquement  de  la  fonc- 
tion Z  et  de  l'alïîxe  de  ce  point.  Cela  posé,  on  pourra  dire  que  le  résidu 
intégral  relatif  à  une  aire  donnée  est  la  somme  des  résidus  partiels  rela- 
tifs aux  divers  points  singuliers  que  renferme  cette  aire. 

Comme  on  le  voit,  dans  cette  nouvelle  théorie  des  résidus,  la  consi- 
dération des  développements  en  séries  est  entièrement  mise  à  l'écart 
et  remplacée  par  la  notion  fondamentale  de  l'intégrale  i  Z  dz  étendue 
à  tous  les  points  situés  sur  le  contour  d'une  certaine  aire,  de  cette 
même  intégrale  sur  laquelle  j'ai  appelé  l'attention  des  géomètres  dans 
le  Mémoire  lithographie  du  27  novembre  i83t  ('  ).  D'ailleurs  cette 
notion  se  trouve  maintenant  complétée  par  la  condition  à  laquelle 
j'assujettis  la  fonction  Z,  en  supposant  que  cette  fonction  est  tout  à  la 
fois  monodrome  et  monogène,  et  l'on  reconnaît  ici  combien  il  est 
utile  de  définir  nettement  les  fonctions  de  quantités  géométriques, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  fonctions  de  variables  imaginaires,  en  dis- 
tinguant non  seulement  les  fonctions  monodrômes  des  fonctions  non 
monodromes,  mais  aussi  les  fonctions  monogènesvdes  fonctions  non 
monogènes. 

Lorsque  l'on  adopte  les  définitions  ci-dessus  proposées,  et  que 

l'aire  S  se  réduit  à  celle  d'un  cercle  dont  le  pôle  est  le  centre,  le 

résidu  intégral 

(S) 
I 

se  réduit  à  la  moyenne  isotropique 

(•5)  (Md(Z=) 

du  produit  Zz  considéré  comme  fonction  de  z. 

Si  l'aire  S  est  celle  d'un  cercle  qui  ait  pour  centre  le  point  dont 
l'atïixe  est  c  et  pour  rayon  r,  on  devra  évidemment,  dans  l'expres- 

1  1  1  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 
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sion  (  5),  substituer  à  la  variable  :■  la  quantité 

(6)  S  =  *-c; 

le  module  de  'Ç  étant  le  rayon  r,  et  alors  le  résidu  intégral  —■  sera  la- 
moyenne  isotropique 

(7)  cllib(^) 

du  produit  Z'Ç  considéré  comme  fonction  de  '(. 
Si  d'ailleurs  on  suppose 

(8)  Z=^l, 

z  —  c 

c  désignant  une  constante,  et  ï(z)  une  fonction  de  z  qui  demeure 
monodrome,  monogène  et  Unie  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  S,  on 
aura 

par  conséquent  l'expression  (7)  sera  réduite  à  la  moyenne  isotro- 
pique 

(9)  G/libfCc  +  C); 

et,  comme,  sans  altérer  cette  moyenne,  on  pourra  faire  décroître 
indéfiniment  le  rayon  du  cercle  que  l'on  considère,  ou,  en  d'autres 
termes,  le  module  de  '(,  elle  ne  pourra  différer  de  la  quantité  ï(c) 
avec  laquelle  on  la  fait  coïncider  en  posant  t  —  o.  Donc,  en  suppo-' 
saut  la  fonction  Z  déterminée  par  la  formule  (  H  >,  et  le  point  dont  c 
est  l'allixe  intérieur  à  l'aire  S,  on  aura,  si  la  fonction  î(z)  est  mono- 
drome, monogène  et  finie  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  S, 

{*]  =f(c). 
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§  II.  —   Equations  fondamentales. 

Soient,  comme  dans  le  §  I, 

S  et  AS  une  aire  plane  et  l'accroissement  de  cette  aire  compris  entre 

deux  contours,  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur; 
3  l'atïîxe  d'un  point  qui  se  meut  dans  le  plan  de  l'aire  S; 
Z  une  fonction  de  r-  qui,  toujours  monodrome  et  monogène  dans  toute 

l'étendue  de  l'aire  S,  conserve  une  valeur  finie  en  chaque  point  de 

l'un  et  l'autre  contour; 
(S)  et  A(S)  l'intégrale    f  Z  dz  étendue,  suivant  les  principes  posés 

dans  le  §  I,  au  contour  entier  de  l'aire  S,  et  la  variation  de  cette 

intégrale  correspondante  à  la  variation  AS  de  cette  aire. 

Concevons  d'ailleurs  que,  pour  rendre  les  notations  plus  précises, 
on  nomme 

u,  v  les  affixes  de  deux  points  mobiles  assujettis  à  décrire  les  deux 
contours  qui  limitent  intérieurement  et  extérieurement  l'aire  AS; 
U,  V  ce  que  devient  Z  quand  on  y  écrit  u  ou  v  à  la  place  de  z. 

La  variation  A(S)  ne  sera  autre  chose  que  la  différence  des  intégrales 

fVdv,     fUdu, 

étendues  à  tous  les  points  des  deux  contours,  ou,  en  d'autres  termes, 
la  différence  entre  les  deux  valeurs  de  l'intégrale 

{S)—fZdz 

correspondantes  à 

z  —  v,        z  —  u. 

En  conséquence,  on  pourra  dire  que  u  et  v  sont  les  deux  limites  de  z 
dans  la  variation  A(  S  ),  ce  que  nous  indiquerons  en  écrivant  ces  deux 
limites  au-dessous  et  au-dessus  du  signe  A  comme  il  suit  : 

V(S). 
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Cela  posé,  le  rapport 

T(S) 


i 

sera  le  résidu  intégral  de  Z  relatif  à  Paire  AS,  et  si  l'on  nomme  extrac- 
lion  l'opération  par  laquelle  on  extrait  de  la  fonction  Z  le  résidu  inté- 
gral relatif  à  une  aire  donnée,  si  d'ailleurs  on  indique  cette  opération 

à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  £,  en  écrivant  cette  lettre  devant 
la  fonction  Z  renfermée  entre  deux  crochets  trapézoïdaux  et  en  pla- 
çant au-dessous  et  au-dessus  de  la  lettre  £  les  deux  limites  de  z,  on 
aura 

T;(S)    '=" 

Z  =  Il 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

f'Vdv-  f'Udu     ~"  =  " 

Z  =z/i 

Si  l'aire  S  est  comprise  entre  deux  circonférences  de  cercle  qui 
aient  pour  centre  commun  le  pôle,  l'équation  (i)  donnera 


z  —  » 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4)  Sd(Vv)-  Sd(Uu)=  riz; 


o 


Comme  on  le  voit,  les  équations  fondamentales  (i)  et  (3)  se 
déduisent  immédiatement  des  définitions  claires  et  précises  que 
nous  avons  adoptées.  Ajoutons  que  pour  tirer  de  ces  équations  les 
propriétés  diverses  des  fonctions  monodromes  et  monogènes,  expli- 
cites ou  implicites,  leur  décomposition  en  fractions  rationnelles,  leur 
transformation  en  produits  composés  d'un  nombre  fini  ou  infini  de 
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facteurs,  et  leurs  développements  en  séries  périodiques  ou  non  pério- 
diques, spécialement  les  théorèmes  de  Taylor,  de  Lagrange  et  de 
Paoli,  avec  les  conditions  sous  lesquelles  ces  théorèmes  subsistent, 
il  suffit  de  s'appuyer  sur  le  principe  général  énoncé  dans  le  §  I, 
savoir  que  le  résidu  intégral  relatif  à  une  aire  limitée  par  un  con- 
tour unique,  ou  comprise  entre  deux  contours,  équivaut  à  la  somme 
des  résidus  partiels  relatifs  aux  diverses  parties  de  cette  aire  décom- 
posée en  éléments  et  à  la  somme  des  résidus  partiels  relatifs  aux 
points  singuliers  que  renferme  l'aire  dont  il  s'agit.  Ces  points  sin- 
guliers seront  de  deux  espèces  distinctes,  si  la  fonction  Z  se  pré- 
sente sous  la  forme  d'un  rapport,  en  sorte  qu'on  ait 

f'(s),  ¥(z)  étant  deux  fonctions  qui  demeurent  monodromes  et  mono- 
gènes dans  toute  l'étendue  de  l'aire  AS.  Alors,  en  effet,  on  vérifiera 
l'équation 

(0)  1=0, 

soit  en  posant 

(7)  F(.-)  =  o, 

soit  en  posant 

(8)  '  w>=°- 

et  par  suite  l'afiixe  d'un  point  singulier  pourra  être  racine  ou  de 
l'équation  (7)  ou  de  l'équation  (8).  Alors  aussi  la  somme  des  résidus 
partiels  relatifs  aux  racines  de  l'équation  (7)  ou  de  l'équation  (8)  sera 
ce  que  nous  nommerons  le  résidu  intégral  de  Z  relatif  aux  racines  de 
l'une  ou  l'autre  équation,  et  ce  que  nous  désignerons  à  l'aide  de  la 
notation 


;  —  y 


les  crochets  trapézoïdaux  étant  appliqués  ou  au  dénominateur  ou  au 

OEiures  de   C.  —  S.   I,   t.  XII.  56 
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numérateur  du  rapport  wr4>  suivant  que  les  racines  considérées  véri- 
fieront, ou  l'équation  (7),  ou  l'équation  (8).  Lorsque  ces  deux  équa- 
tions n'auront  pas  de  racines  communes,  on  aura  évidemment 


(9)  SÏ{^)  =  1 


f(-)     ,    p  (f(-s)) 


F(~))       ^  F(z) 


Pour  montrer  une  application  très  simple  des  formules  ici  établies, 

considérons  spécialement  le  cas  où,  F(s)  étant  réduit  à  une  fonction 

linéaire  de  z,  on  aurait 

F(z)=z-w, 

w  étant  l'affixe  d'un  point  renfermé  dans  l'aire  AS.  Alors  le  facteur  Z 

étant  de  la  forme 

f(s) 

> 

Z  —  (V 

l'équation  (3)  donnerait 

Z  -    it  2  =  U 

par  conséquent,  eu  égard  a  la  formule  (9)  et  à  l'équation  (io)  du  §  I, 

V  —  w  u  —  W  ^  Z  —  iV 

z  =  u 

De  cette  dernière  formule  on  tire 

puis,  en  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres  z  et  w, 

(.3,       f(=)=cfc^+*^,>+7ffi^- 

v  •*»  ■*»  Cl  ^^      -o  \* 

w  =  u 

Ajoutons  que,  si  l'on  nomme 

c ,      c  ,      C   ,       ... 
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les  afïixes  des  points  singuliers  renfermés  dans  l'aire  AS,  c'est- 
à-dire  les  racines  de  l'équation 

qui  offrent  des  modules  compris  entre  les  rayons  des  deux  cercles 
limitateurs,  le  résidu  intégral 

composé  de  résidus  partiels  correspondants  à  ces  racines,  sera  une 
somme  de  termes  de  la  forme 

("5)  oId^^ 

le  module  de  '(  pouvant  être  supposé  aussi  petit  que  l'on  voudra.  Cela 
posé,  l'équation  (r3)  aura  la  vertu  de  transformer  une  fonction  mono- 
drome  et  monogène  quelconque  f(s)  de  la  variable  z  en  une  somme 
de  moyennes  isotropiques  dans  chacune  desquelles  la  fonction  sous 
le  signe  /  sera  proportionnelle  à  un  rapport  de  l'une  des  trois  formes 

(16)  ,      ,      -, 

v  —  z        z  —  u        z  —  c  —  ç 

le  module  de  z  étant  compris  entre  les  modules  de  //  et  de  v,  et  le 
module  de  '(  pouvant  être  supposé  infiniment  petit.  Or  les  dérivées  de 
ces  trois  rapports  différentiés  une  ou  plusieurs  fois  par  rapport  à  z, 
étant  aussi  bien  que  ces  rapports  eux-mêmes  des  fonctions  ration- 
nelles, par  conséquent  des  fonctions  monodromes  et  monogènes  de  z, 
on  déduit  immédiatement  de  la  formule  (i3)  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Les  dérivées  des  divers  ordres  de  fonctions  monodromes 
et  monogènes  d'une  variable  sont  encore  des  fonctions  monodromes  et 


Au  reste,   les  formules  (1)  et  (i3)  étant  pareilles  à  celles  que 
nous  avons  déjà  obtenues  dans  de  précédents  .Mémoires,  spéciale- 
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mont  aux  formules  (i5)  et  (20)  du  Mémoire  sur  l'application  du 
Calcul  des  résidus  à  plusieurs  questions  importantes  d'Analyse  (voir 
le  Tome  XXXII  des  Comptes  rendus,  page  207)  ('),  il  est  clair  que  la 
nouvelle  théorie,  appuyée  sur  des  bases  dont  la  solidité  est  manifeste, 
reproduira  les  résultats  déjà. trouvés  par  moi-même  ou  par  d'autres 
auteurs,  par  exemple  les  théorèmes  énoncés  à  la  page  212  et  à  la 
page  704  du  Tome  XXXII  déjà  cité  (2). 


583. 

Analyse  mathématique.  —  Addition  au  Mémoire  sur  les  fonctions 
quadratiques  et  homogènes. 

C.  R.,  T.  XLIV.  p.  416  (a  mars  i85;  ). 


On  a  pu  remarquer  la  facilité  avec  laquelle,  des  formules  (3)  et  (4) 
du  premier  paragraphe  (page  423),  se  déduisent,  dans  le  second,  les 
théorèmes  I,  II,  III  dont  le  premier  est  connu  depuis  longtemps,  et 
dont  le  troisième  était  déjà  énoncé  dans  le  Mémoire  sur  l'équation  qui 
détermine  les  inégalités  séculaires  du  mouvement  des  planètes.  Ajoutons 
que  la  dernière  partie  du  second  théorème  est  une  conséquence  immé- 
diate du  troisième.  En  effet,  deux  racines  y,,  j2  de  l'équation  Y  =  o, 
qui  comprennent  entre  elles  une  racine  y'  de  l'équation  a  =  o,  ne 
pourront  évidemment  devenir  égales  sans  coïncider  avec  y'.  Il  y  a 
plus  :  la  formule  (3i)  de  laquelle  se  tire  le  second  théorème,  pourrait 
être  déduite  de  la  formule  (26)  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  sert  à  démontrer  le  premier  théorème  (page  368),  et,  pour  y  par- 
venir, il  suffirait  de  considérer  les  valeurs  des  variables  a,  ë,  ..., 
7),  6,  correspondantes  au  cas  exceptionnel  où  deux  racines yitY-,  sont 

(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  I,  T.  XI,  p.  3o(>. 
(2)  Ibid.,  S.  I,  T.  XI,  p.  3u  et  384. 
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égales,  comme  les  limites  de  valeurs  que  ces  variables  acquièrent 
quand  la  différence  y.2  —  y,  devient  infiniment  petite. 

Je  remarquerai  encore  que  la  formule  (20),  avec  le  second  théo- 
rème qui  en  est  une  conséquence  immédiate,  s'était  déjà  produite, 
démontrée  il  est  vrai  d'une  autre  manière,  dans  le  Mémoire  de 
M.  Duhamel  qui  a  pour  titre  :  Sur  le  mouvement  de  la  chaleur  dans 
un  système  quelconque,  de  points. 


584. 

Calcul  intégral.  —  Mémoire  sur  l'intégration  d'un  système 

d  équations  différentielles. 

C.  R.,  T.  XLIV,  p.  5a8  (iG  mars  i83;). 

Aujourd'hui  absorbé  par  les  préoccupations  douloureuses  qui  le 
retiennent  près  du  lit  d'un  frère  bien-aimé,  très  gravement  malade, 
l'auteur  reproduira  plus  tard  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu. 


585. 

C.  R.,  T.  XLIV,  p.  595  (23  mars  i85-). 

Calcul  intégral.  —  M.  Augustin  Cauciiy  présente  à  l'Académie  la 
suite  de  ses  recherches  sur  l'intégration  d'un  système  d'équations 
différentielles. 


586. 

Calcul  intégral.   —   Sur  l'intégration  des  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles, et  spécialement  de  ceux  qui  expriment  les  mouvements  des 

astres. 

C.  R.,  T.  XLIV,  ]).  8o5  (20  avril  1867). 

Supposons  données  n  équations  différentielles  entre  n  inconnues  .r, 
v,  s,  . . . ,  ut  v,  w  et  le  temps  t.  Les  valeurs  de  ces  inconnues,  fournies 
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par  les  intégrales  générales  de  ces  équations  différentielles,  seront 
des  fonctions  de  /  qui  resteront  monodromes  et  monogênes  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  donnée  de  /,  si,  dans  ce  voisinage,  les  déri- 
vées des  inconnues  sont  elles-mêmes,  en  vertu  des  équations  diffé- 
rentielles, des  fonctions  monodromes  et  monogênes  de  ces  inconnues, 
et  si,  pour  la  valeur  donnée  de  /,  ces  dérivées  ne  s'évanouissent  pas. 
Il  y  a  plus  :  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  valeurs  des  inconnues 
seront  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  la  variation  attribuée  à  /,  pourvu 
que  le  module  de  cette  variation  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite 
supérieure. 

Ajoutons  que  les  valeurs  des  inconnues,  fournies  par  les  intégrales 
générales,  ne  peuvent  généralement  vérifier,  pour  une  même  valeur 
de  /,  deux  équations  de  condition  qui  ne  renfermeraient  aucune  con- 
stante arbitraire. 

De  ces  principes  appliqués  au  système  des  équations  qui  repré- 
sentent les  mouvements  simultanés  de  plusieurs  astres,  on  conclut 
que  les  valeurs  des  inconnues  comprises  dans  ces  équations  seront 
généralement  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  /,  dans  le  voisinage  de  toute  valeur 
finie  de  /  à  laquelle  correspondront  des  valeurs  finies  des  inconnues, 
à  moins  que  cette  valeur  ne  fasse  évanouir  l'une  des  variables  qui 
représentent  les  distances  mutuelles  des  astres  donnés. 

Toutefois  les  développements  des  inconnues  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  du  temps  offrent  l'incon- 
vénient très  grave  d'exiger,  dans  le  cas  même  où  ils  sont  convergents, 
des  calculs  très  pénibles,  vu  que  la  convergence  est  très  lente  quand 
le  temps  a  une  grande  valeur.  Pour  ce  motif,  il  convient  de  substi- 
tuer au  temps  d'autres  variables  qui  permettent  d'obtenir  à  toutes  les 
époques,  et  surtout  pour  de  grandes  valeurs  de  /,  des  développements 
dont  la  convergence  soit  assez  rapide  pour  que  les  calculs  puissent 
s'effectuer  sans  un  immense  labeur.  On  y  parvient,  dans  le  mouve- 
ment elliptique,  en  considérant  les  inconnues  qui  déterminent  l'or- 


EXTRAIT  N°  586.  H7 

bite  décrite  par  une  planète  autour  du  Soleil,  ou  par  un  satellite 
autour  de  la  planète  qu'il  accompagne,  comme  fonctions  d'une 
variable  que  nous  appellerons  la  clef  de  l'orbite,  et  qui  n'est  autre 
chose  que  l'exponentielle  trigonométrique  dont  l'argument  est  l'ano- 
malie moyenne.  Comme  on  peut  aisément  le  démontrer,  les  diverses 
inconnues,  dans  le  mouvement  elliptique,  sont  des  fonctions  mono- 
dromes  et  monogènes  de  la  variable  qui  représente  la  clef  de  l'orbite, 
dans  le  voisinage  de  toute  valeur  de  cette  variable  qui  a  pour  module 
l'unité. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère,  non  plus  une  planète  tournant  autour 
du  Soleil,  ou  un  satellite  tournant  autour  d'une  planète,  mais  plu- 
sieurs planètes  circulant  autour  du  Soleil,  et  un  ou  plusieurs  satellites 
tournant  autour  de  chaque  planète,  la  première  approximation  donne 
encore  pour  chaque  orbite  une  ellipse  à  laquelle  correspond  une  clef 
spéciale.  On  peut  d'ailleurs  supposer  que,  dans  chaque  équation  dif- 
férentielle, la  fonction  perturbatrice  est  multipliée  par  un  coefficient 
que  nous  appellerons  le  régulateur,  et  qui  passe  de  la  valeur  zéro  à 
la  valeur  i  quand  on  passe  du  mouvement  elliptique  au  mouvement 
troublé. 

Cela  dit,  supposons  toutes  les  inconnues  développées  suivant  les 
puissances  ascendantes  du  régulateur.  Les  premiers  termes  des  déve- 
loppements, c'est-à-dire  ceux  que  fournit  la  première  approximation 
et  qui  répondent  aux  mouvements  elliptiques,  seront  des  fonctions 
monodromes  et  monogènes  des  clefs  des  diverses  orbites  décrites  par 
les  diverses  planètes  autour  du  Soleil  et  par  les  divers  satellites  autour 
de  leurs  planètes.  Ces  premiers  termes  seront  donc  développables  sui- 
vant les  puissances  entières  positives,  nulles  ou  négatives  des  diverses 
clefs.  Je  me  suis  demandé  si  les  termes  suivants  n'étaient  pas  suscep- 
tibles, sous  certaines  conditions,  de  développements  du  même  genre; 
et  pour  éclaircir  cette  question,  j'ai  soumis  à  l'analyse  le  problème 
qui  consiste  à  déterminer  les  mouvements  simultanés  du  Soleil,  d'une 
planète  et  d'un  satellite  de  cette  planète  circulant  dans  un  mémo 
plan,  de  telle  sorte  que  les  orbites  décrites  par  la  planète  autour  du 
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Soleil,  et  par  le  satellite  autour  de  la  planète,  soient  à  peu  près  cir- 
culaires. En  supposant  ma  présomption  fondée,  je  devais  obtenir, 
pour  les  seconds  termes  des  développements  des  inconnues,  des  fonc- 
tions monodromes  et  monogènes  des  clefs  des  deux  orbites.  Or  c'est 
ce  qui  est  effectivement  arrivé.  D'ailleurs  la  méthode  qui  m'a  conduit 
à  ce  résultat  peut  s'appliquer  à  la  détermination  des  divers  termes  des 
développements  des  inconnues,  aussi  bien  qu'à  la  détermination  des 
seconds  termes.  Il  y  a  donc  lieu  de  croire  que  les  grands  problèmes 
de  l'Astronomie  pourront  être  traités  avec  succès  par  cette  nouvelle 
méthode,  qui  d'ailleurs  peut  être  utilement  appliquée  à  l'intégration 
d'un  grand  nombre  de  systèmes  d'équations  différentielles,  et  que  je 
me  réserve  d'exposer,  avec  les  développements  qu'elle  comporte,  dans 
les  prochaines  séances. 


587. 

Analyse  mathématique.   —  Sur  les  avantages  que  présente  l'emploi 
des  régulateurs  dans  l'Analyse  mathématique. 

C.  R.,  T.  XLIV,  p.  849  (27  avril  1857). 

Des  principes  établis  dans  les  divers  Mémoires  que  j'ai  publiés 
depuis  i83i,  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  a>  de  plusieurs  variables 

œ,     y,     s,      ... 

reste,  par  rapport  à  chacune  d' elles,  monodrome,  monogène  et  finie  pour 
des  modules  de  ces  variables  inférieures  à  des  limites  données,  elle  sera, 
pour  de  tels  modules,  dèveloppable  en  une  série  multiple,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  et  entières  de  ces  mêmes  variables. 

Un  artifice  de  calcul,  auquel  il  est  souvent  utile  de  recourir,  permet 
non  seulement  de  réduire  la  série  multiple  à  une  série  simple,  mais 
encore  de  calculer  avec  facilité  les  divers  termes.  Cet  artifice  cou- 


EXTRAIT  N°  587.  449 

siste  à  multiplier  chacune  des  variables  que  comprend  la  fonction 
donnée  w  par  une  variable  auxiliaire  0,  que  l'on  fait  passer  de  la 
limite  zéro  à  la  limite  i.  La  fonction  ainsi  transformée  peut  être  con- 
sidérée comme  une  fonction  dé  0.  Si  d'ailleurs  on  désigne  à  l'aide  de 
la  lettre  caractéristique  c/i  et  de  ses  puissances  entières  J[-,  e/]/\  ... 
ce  que  deviennent,  quand  la  variable  0  s'évanouit,  les  dérivées  de  la 
fonction  w  transformée  comme  on  vient  de  le  dire  et  différentiée  une 
ou  plusieurs  fois  par  rapport  à  0,  on  reproduira  la  fonction  a>  en  la 
multipliant  par  l'exponentielle  symbolique  e^,  en  sorte  qu'on  aura 
identiquement 

V     '  l  L  I  .2  I  .2.3 

Ajoutons  que,  dans  la  formule  (i),  on  ne  devra  pas  remplacer  J[°  par 

l'unité,  attendu  que  J\°(o  représentera,  non  la  valeur  générale  de  la 

fonction  w,  mais  la  valeur  particulière  qu'elle  acquiert  quand  les 

variables 

os,    y,    s,     ... 

s'évanouissent  simultanément. 

Les  divers  termes  que  comprenait  le  développement  de  w  en  série 
multiple  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  des  variables  x, 
y,  z,  ...  se  trouvent  réunis  par  groupes  dans  le  dernier  membre  de 
la  formule  (i),  où  la  somme  des  termes  que  renferme  un  seul  groupe 
est  représentée  par  une  expression  de  la  forme 

4»u 


i .  2 . 3 . . .  n 


La  variable  auxiliaire  0,  qui  a  été  transitoirement  introduite  dans  le 
calcul,  mais  qui  a  fini  par  disparaître  et  que  ne  renferme  plus  la  for- 
mule (i),  a  servi  à  régler  la  répartition  opérée  des  divers  termes  de 
la  série  multiple  entre  les  divers  groupes,  par  conséquent  entre  les 
divers  termes  de  la  série  simple;  et  c'est  pour  ce  motif  que  nous  don- 
nons à  cette  variable  le  nom  de  régulateur. 

Au  reste,  pour  que  la  formule  (i)  subsiste,  il  n'est  pas  absolument 

CEuvres  de  C—  S.I,  t.  XII.  ■>' 
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nécossaire  que  la  fonction  des  variables  x,  y,  z,  .  ..,  représentée 
par  co,  soit  monodrome,  monogène  et  finie  par  rapport  à  chacune 
d'elles,  pour  tous  les  modules  inférieurs  à  ceux  que  l'on  assigne  à 
la  variable,  et  l'on  peut  évidemment  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Pour  qu'un  régulateur  0  permette  de  développer  une 
fonction  co  en  une  série  simple,  il  suffit  que  l'introduction  de  ce  régula- 
teur dans  la  fonction  donnée  la  transforme  en  une  fonction  de  0  qui 
reste  monodrome,  monogéne  et  finie  pour  tout  module  de  0  inférieur  à 
l'unité. 

il  pourra  d'ailleurs  arriver  que  le  développement  fourni  par  l'intro- 
duction du  régulateur  reste  convergent  dans  des  cas  où  le  développe- 
ment ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  variable  x, 
ou  y,  ou  z-,  ...  deviendrait  divergent. 

La  formule  (i)  continuerait  évidemment  de  subsister  sous  la  condi- 
tion indiquée  par  le  théorème  II,  si  la  fonction  donnée  co  renfermait 
avec  les  variables  x,  y,  z-,  . . .  divers  paramètres  a,  6",  y,  . . . ,  et  si  le 
régulateur  0  était  introduit  dans  la  fonction  comme  multiplicateur, 
non  plus  des  variables  x,  y,  z,  . . . ,  mais  des  paramètres  a,  £,  y, 
ou  de  quelques-uns  d'entre  eux.  Il  y  a  plus  :  on  peut  considérer 
comme  régulateur  toute  variable  auxiliaire  que  l'on  introduit  dans 
une  fonction  co,  en  assujettissant  cette  variable  à  la  seule  condition 
que  la  fonction  reprenne,  pour  8  =  i,  la  valeur  assignée.  Le  choix  à 
faire  de  ce  régulateur  mérite  une  attention  spéciale,  puisque  de  ce 
choix  dépendent  tout  à  la  fois  et  l'existence  de  la  formule  (i)  et  la 
convergence  plus  ou  moins  rapide  de  la  série  qui  représente  dans 
cette  formule  le  développement  de  co. 

L'intervention  des  régulateurs  et  de  la  formule  (i)  peut  être  appli- 
quée avec  succès  à  la  détermination  des  fonctions  implicites  aussi 
bien  qu'à  celle  des  fonctions  explicites. 

Effectivement,  considérons  une  ou  plusieurs  inconnues  assujetties 
;i  vérifier  ou  des  équations  finies,  ou  des  équations  différentielles 
données,  ou  même  des  équations  aux  dérivées  partielles.  Ces  incon- 
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nues  seront  généralement  des  fonctions  des  variables  et  des  para- 
mètres renfermés  dans  les  équations  dont  il  s'agit.  Si  d'ailleurs  on 
ne  peut  arriver  à  obtenir  les  valeurs  des  inconnues  en  termes  finis, 
on  devra  chercher  à  développer  ces  valeurs  en  séries  convergentes.  On 
y  parviendra  pour  l'ordinaire  à  l'aide  de  la  formule  (i),  en  suivant  la 
marche  que  nous  allons  indiquer. 

Il  arrive  très  souvent  qu'il  devient  facile  d'assigner  les  valeurs 
qu'acquièrent  les  inconnues  pour  des  valeurs  particulières  de  para- 
mètres compris  dans  les  équations  données  ou  dans  leurs  intégrales. 
Alors  on  pourra  prendre  pour  régulateur  une  variable  auxiliaire  0, 
par  laquelle  on  multipliera  ces  paramètres.  Ainsi,  par  exemple,  en 
Astronomie,  quand  il  s'agira  de  déterminer  les  coordonnées  de  l'or- 
bite qu'une  planète  décrit  autour  du  centre  du  Soleil,  on  pourra 
prendre  pour  régulateur  une  variable  0  par  laquelle  on  multipliera 
les  masses  perturbatrices,  et  même,  si  l'on  veut,  les  excentricités  dv^ 
diverses  orbites.  Cela  posé,  les  développements  que  fournira  la  for- 
mule (i)  auront  pour  premiers  termes  les  valeurs  des  coordonnées 
dans  une  première  approximation,  c'est-à-dire  dans  le  mouvement 
elliptique,  ou  même  dans  le  mouvement  circulaire  d'une  planète  qui 
tournerait  seule  autour  du  Soleil. 

Ajoutons  que  si  un  même  paramètre  reparaît  à  diverses  places,  soit 
dans  les  premiers  membres  des  équations  données,  soit  dans  les  inté- 
grales de  ces  équations,  on  pourra  le  supposer  multiplié  par  le  régu- 
lateur, non  dans  toutes  les  places  dont  il  s'agit,  mais  seulement  dans 
quelques-unes  de  ces  places.  Cette  remarque  est  importante,  comme 
nous  le  verrons  plus  tard,  et  permet  de  simplifier  notablement  la 
solution  des  problèmes  que  présente  l'Astronomie  mathématique. 

Remarquons  enfin  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  il  peut  être 
utile  d'employer  successivement  ou  même  simultanément,  deux,  trois. 
quatre,  . . . ,  régulateurs  distincts. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  emploie,  outre  le  régulateur  G,  un  autre 
régulateur  Y],  alors,  en  appliquant  les  deux  régulateurs  à  la  détermi- 
nation de  o>,  et  nommant  o  ce  que  devient  J[  quand  on  passe  du  pre- 


i32  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE. 

mier  régulateur  au  second,  on  obtiendra,  au  lieu  de  la  formule  (i),  la 
suivante  : 

(2)  co  =  e5wUj. 


588. 

Astronomie  mathématique.    —   Méthode  nouvelle  pour  la  détermination 

du  mouvement  des  astres. 

C.  II.,  T.  XLIV,  p.  85 1  (27  avril  iS'j;). 

Pour  calculer  les  mouvements  des  astres  dont  se  compose  notre 
système  planétaire,  savoir  le  mouvement  des  planètes  autour  du 
Soleil  et  des  satellites  autour  des  planètes,  j'aurai  recours  à  des  ap- 
proximations successives.  Je  prendrai  pour  inconnues  les  distances 
des  planètes  au  Soleil  et  des  satellites  d'une  planète  à  cette  planète 
même,  ou  plutôt  les  coordonnées  relatives  qui  expriment  les  projec- 
tions algébriques  de  ces  distances  sur  trois  axes  fixes  rectangulaires. 
Alors,  la  dérivée  du  second  ordre  de  chaque  inconnue  différentiée 
deux  fois  par  rapport  au  temps  se  composera  de  deux  parties,  dont 
l'une  se  rapportera  au  mouvement  elliptique,  l'autre  étant  la  fonction 
perturbatrice.  D'ailleurs,  je  développerai  chaque  inconnue  en  une 
série  simple  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  d'un  régu- 
lateur 0,  par  lequel  je  multiplierai  toutes  les  fonctions  perturbatrices, 
et  que  je  réduirai  définitivement  à  l'unité.  Cela  posé,  w  étant  l'une 
quelconque  des  inconnues,  et  J[  la  lettre  caractéristique  qui  corres- 
pond au  régulateur  0,  j'aurai 

Le  premier  terme 


1.2  1.2.3 


</l°w 


de  cette  série  sera  la  valeur  de  w  qui  correspond  au  mouvement  ellip- 
tique. 
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Ce  n'est  pas  tout  :  on  peut  très  aisément  déduire  le  mouvement 
elliptique  lui-même  du  mouvement  circulaire.  En  effet,  considérons 
une  planète  dont  la  distance  au  Soleil  ne  puisse  ni  croître,  ni  décroître 
indéfiniment;  cette  distance  r  étant  alors  nécessairement  comprise 
entre  deux  limites,  l'une  supérieure,  l'autre  inférieure,  nommons  a 
la  demi-somme  de  ces  limites,  et  i  le  rapport  de  leur  demi-différence 
à  leur  demi -somme;  a  sera  ce  qu'on  nomme  la  distance  moyenne. 
t  ce  qu'on  nomme  ['excentricité  de  l'orbite,  et  la  différence  entre  le 
rapport  -  et  l'unité,  étant  numériquement  inférieureà  e,  sera  le  pro- 
duit de  £  par  une  quantité  numériquement  inférieure  à  l'unité.  Cette 
quantité  sera  donc  le  cosinus  d'un  certain  angle  'j/,  qu'on  nomme 
Y  anomalie  excentrique,  en  sorte  qu'on  aura 

(2)  /■  =  a(i  —  e  cos^). 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  '\i  est  lié  à  t  par  une  équation  de  la  forme 

(3)  ty  —  esin^=7,J 

Jetant  une  fonction  linéaire  de  l,  qu'on  nomme  Y  anomalie  moyenne, 
en  sorte  qu'on  a 

(4)  M  =  —  = 


V  I  —  t  COS'j* 

a  désignant  une  constante  qui  représente  la  vitesse  angulaire  moyenne. 
Cela  posé,  pour  déterminer  les  coordonnées  de  la  planète  dans  le  mou- 
vement elliptique,  et  même  pour  les  exprimer  en  termes  finis,  il  suffira 
de  substituer  à  la  variable  indépendante  /  l'exponentielle  trigonomé- 
trique  qui  a  pour  argument  l'anomalie  moyenne  -]>,  en  posant 

(5)  ç  =  efii, 

et  d'introduire  dans  les  équations  du  mouvement  un  nouveau  régula- 
teur yj  considéré  comme  multiplicateur  de  l'excentricité  t.  En  dési- 
gnant par  0  la  lettre  caractéristique  relative  à  ce  nouveau  régulateur, 
et  nommant  u  une  inconnue  quelconque,  on  aura 

Q--J  O'V 


(0)  y  =  e°v  =  o°v 
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et  cette  dernière  formule,  appliquée  à  la  détermination  des  coordon- 
nées, donnera  simplement 

(7)  u  =  <5°u-4-<3u, 

ou  étant  alors  une  quantité  constante. 

J'ajouterai  que  la  formule  (G)  fournit  le  développement  en  série 
simple  de  chacun  des  termes  compris  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (1),  quand  on  considère  le  régulateur  q  comme  multiplica- 
teur, non  seulement  de  l'excentricité  1  de  l'orbite  de  l'astre  dont  on 
cherche  les  coordonnées,  mais  encore  des  excentricités  e,,  £._,,  . . .  des 
autres  orbites.  Alors,  en  nommant 

+1»      ^s»     ^Z>      ••• 

ce  que  devient  ty  quand  on  passe  de  la  première  orbite  aux  autres,  et 
en  prenant  pour  variables  indépendantes  ty,  <J/f,  ip2,  . . . ,  je  déduis  les 
variations  des  coordonnées  d'équations  à  coefficients  constants,  du 
second  et  du  troisième  ordre,  qui  paraissent  dignes  de  remarque. 
Dans  un  prochain  article,  je  donnerai  ces  équations  et  je  rechercherai 
si  l'on  peut  toujours  développer  leurs  intégrales  en  séries  de  termes 
proportionnels  à  des  produits  de  la  forme 

(8)  «w,..., 

h,  k,  I,  ...  étant  des  quantités  entières,  et  ç,  ç,,  ç2>  •••  'es  exponen- 
tielles trigonométriques  qui  ont  pour  arguments  les  anomalies  excen- 
triques. Si,  d'ailleurs,  on  pose 

s  =  eT[, 

s  sera  la  clef  de  l'orbite  de  la  planète  dont  la  distance  moyenne  au 
Soleil  est  représentée  par  a,  et  si  l'on  nomme  siH  s.,,  ...  les  clefs  des 
autres  orbites,  le  produit  (8)  pourra  toujours  être  développé  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  descendantes  des  clefs 

S,       -S',,       Si,        

Enfin,  après  avoir  discuté  la  question  relative  au  développement 
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des  coordonnées  des  divers  astres  en  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  descendantes  des  clefs  des  diverses  orbites, 
je  rechercherai  les  conditions  de  convergence  des  séries  obtenues, 
lesquelles  seront  aussi  évidemment  les  conditions  de  stabilité  du  sys- 
tème planétaire. 


589. 

Astronomie  mathématique.  —  Sur  l'emploi  des  régulateurs 
en  Astronomie. 

C.  H.,  T.  XLIV,  p.  896  (.',  mai  1837). 

J'ai  indiqué  dans  la  séance  précédente  les  avantages  que  présente 
l'emploi  des  régulateurs  dans  l'Analyse  mathématique.  J'ajouterai  que 
l'on  peut  supposer  développés  suivant  les  puissances  ascendantes  d'un 
régulateur  donné,  non  seulement  les  variables,  mais  encore  les  para- 
mètres que  renferment  les  équations  données,  finies  ou  différentielles, 
ou  même  aux  dérivées  partielles.  Cette  dernière  remarque  permet, 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  particulièrement  en  Astrono- 
mie, de  rendre  monodromes  et  monogènes  les  variations  des  divers 
ordres  d'inconnues  développées  en  séries  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes d'un  même  régulateur.  Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  sou- 
levée dans  mon  dernier  Mémoire,  relativement  à  la  possibilité  de  dé- 
velopper les  coordonnées  qui  déterminent  les  orbites  des  planètes 
tournant  autour  du  Soleil,  ou  des  satellites  tournant  autour  des  pla- 
nètes, suivant  les  puissances  ascendantes  et  descendantes  des  expo- 
nentielles trigonométriques  qui  ont  pour  arguments  les  anomalies 
excentriques  ou  les  anomalies  moyennes,  et  par  suite  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  descendantes  des  clefs  des  orbites.  C'est  ce 
que  j'expliquerai  plus  au  long  dans  un  prochain  Mémoire. 


SEANCE  DU  LUNDI  25  MAI    1857. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  PONCELET. 


En  l'absence  de  M.  Isidore  Geoffroy-Saint-Hilaire,  appelé  à  présider 
la  députation  qui  assiste  aux  funérailles  de  M.  Augustin  Cauchy, 
M.  Poncelet  ouvre  la  séance  à  3h3o'". 

«  M.  Poncelet  annonce  la  perte  douloureuse,  inopinée  et  irrépa- 
rable pour  la  Science,  que  vient  de  faire  l'Académie  dans  la  personne 
de  l'un  des  plus  illustres  géomètres  de  notre  époque,  et  dont  le  mer- 
veilleux talent  d'analyse  s'est  tour  à  tour  exercé  avec  succès  sur  les 
questions  les  plus  variées  des  Mathématiques  pures  et  des  Mathéma- 
tiques appliquées  à  la  Mécanique,  à  la  Physique  et  à  l'Astronomie.  » 
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Théorie  de  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  d'un  fluide  pesant  d'une  profon- 
deur indéfinie I 

Mémoires  sur  les  intégrales  définies I 


11.  —  MÉMOIRES  EXTRAITS  DES  Mémoires  de  i  Académie  des  Sciences. 

Démonstration  du  théorème  général  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones Il 

Mémoire  sur  L'intégration  d'une  classe  particulière  d'équations  différentielles  et 
Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles,  du  premier 
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celles  qui  conduisent  aux  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  do  la  lumière.  . .       II 

Mémoire  sur  les  rayons  lumineux  simples  et  sur  les  rayons  évanescents II 
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tenu dans  un  corps  cristallisé II 

Mémoire  sur  les  développements  des  fonctions  en  séries  périodiques II 
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Mémoire  sur  divers  points  d'Analyse II 
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CLASSE  A. 

(Algèbre  élémentaire;  théorie  des  équations  algébriques  et  transcendantes; 
groupes  de  Galois;  fractions  rationnelles;  interpolation.) 

Tomes    PaSes 

|  Al  J           583.  Addition  au  Mémoire  sur  les  fonctions  quadratiques  et  homo- 
gènes      XII     444 

[Al]  581.  Note  sur  les  résultantes  anastrophiques XII     432 

|Alb]         ISO.  {Simple  énoncé.)  {Cf.  A5 a) VI      365 

[A3]  579.  Sur  la  résolution  des  équations  algébriques XII     4 1 S 

|  A3d  ]          14.  Note  sur  un  théorème  relatif  aux  racines  des  équations  simul- 
tanées        IV         8i 

|A3d|         219.  Note VIII       17 

|  A3  g  J           16,   17,   18.    Méthode  générale  pour  la  détermination  des  ra-  )  /    88 

cines  réelles  des  équations  algébriques  ou  même  trans-  >  IV   î    98 
cendantes J         (    99 

|A3g]         107.  Sur  la  résolution  numérique  des  équations  algébriques  et 

transcendantes  (Cf.  A3b ) V        \ 5  » 

|A3g]         108.  Mémoire  sur  divers  points  d'Analyse  {Cf.  A3b) V       473 

|  A3  |  127.  Mémoire  sur  la  nature  et  les  propriétés  des  racines  d'une 

équation  qui  renferme  un  paramètre  variable VI       175 

[A3j|         580.   Sur  les  fonctions  quadratiques  et  homogènes  de  plusieurs 

variables  {Cf.  BlOb) •. XII     4-21 

(  A5b  |        103.  Sur  les  fonctions  Interpolaires V       409 

|  A5b  |         118.  Mémoire  sur  diverses  formules  d'Analyse  {Cf.  D6b[3) VI        63 

[A2a]  Voir  [C2g]  298.  —  [A3b]  Voir  [A3g]  107,  108;  [I12b] 
122,  123.  -  [A3d]  Voir  [D3c?J,  13.  —  [A3g]  Voir  |B12bJ 
441;  [D3cp]  15;  [U2]  383.  —  [A3g]  Voir  [B12b]  441.  — 
[A4aJ  Voir  [J4J.  -  |A5a)  Voir  [Albj  150. 


(')  Ces  Notes  et  articles  ont  été  classés  d'après  des  indications  de  l'Index  du  Répertoire  biblio- 
graphique des  Sciences  mathématiques.  On  a  reproduit,  d'après  l'Index,  le  titre  do  chaque  classe 
et,  dans  les  classes  les  plus  chargées,  la  signification  des  divisions  les  plus  importantes.  Lorsqu'une 
Note  se  rangeait  à  la  fois  dans  plusieurs  divisions,  on  n'a  reproduit  son  titre  qu'à  l'une  d'elles  (en 
principe,  à  celle  qui  a  paru  la  plus  importante);  mais  on  a  fait  suivre  ce  titre  d'un  renvoi,  qui 
permet  de  connaître  plus  complètement  la  nature  du  sujet  traité.  De  plus,  à  la  fin  de  chaque  divi- 
sion de  la  Table,  on  a  classé  les  renvois  qui  y  sont  relatifs  de  la  manière  qui  a  paru  la  plus  com- 
mode pour  permettre  de  retrouver  rapidement  dans  les  autres  classes  les  énoncés  correspondants. 
OEuvrcs  de  C.  —   S.  I,  T.  XII.  60 
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Tomes    Pafres 

|  B 1  a  |         121.  Note  sur  la  formation  des  fonctions  alternées  qui  servent  ù 

résoudre  le  problème  de  l'élimination VI        87 

|  B3a  |  120.  (Simple  énoncé.) VI         86 

|B12b|  441.  Sur  les  quantités  géométriques,  et  sur  une  méthode  nou- 
velle pour  la  résolution  des  équations  algébriques  de 
degré  quelconque  (  Cf.  A3g) XI      i5a 

|  B  12c  ]  .'574.  Mémoire  sur  l'application  de  la  nouvelle  théorie  des  imagi- 
naires aux  diverses  branches  des  Sciences  mathématiques.       X       3 3 1 

|  B12c  ]       514.  516.   Sur  les  clefs  algébriques \  '„     *  9 

|B12c]       517.  Sur  les  avantages  que  présente,  dans  un  grand  nombre  de 

questions,  l'emploi  des  clefs  algébriques  (Cf.  B3a) XII       21 

|B3a]  Voir  [B12c]  517.  —  [BlObJ  Voir  [A3j]  580.  -  |B12cj 
Voir  [I3c]  ;J09. 

CLASSE  C. 

(Principes  du  Calcul  différentiel  et  intégral;  applications  analytiques;  quadratures;  intégrales 
multiples;  déterminants  fonctionnels;  formes  différentielles;  opérateurs  différentiels.) 

|  Cl  a]         218.  Mémoire  sur  l'Analyse  infinitésimale VIII       1 1 

|  C 1  c  |        520,  521.  Mémoire  sur  les  différentielles  et  les  variations  em-  )          \    46 

ployées  comme  clefs  algébriques  (  Cf.  H 8) )  '       j    5.j 

|Glf]  237.  Mémoire  sur  la  théorie  analytique  des  maxima  maximorum 

et  des  minima  minimorum.  Application  de  cette  théorie 

au  calcul  des  limites  et  à  l'Astronomie VIII      r28 

|Clf)          363.  Mémoire  sur  les  maxima  et  minima  conditionnels X       285 

|C2J  288.  Mémoire  sur  la  détermination  approximative  des  fonctions 

représentées  par  des  intégrales IX      1 64 

|C2g]  298.  Mémoire  sur  divers  théorèmes  d'Analyse  et  de  Calcul  inté- 
gral (Cf.  A 2 a) IX      266 

|C2h|         153.  Note  sur  quelques  théorèmes  de  Calcul  intégral  (Cf.  H  10b)..  VI      375 

|  G2h  |          348.    (Simple  énoncé.) X        186 

|  C 2h  |        402,  403,  410.  Mémoire  sur  les  valeurs  moyennes  des  fonctions  ]         /     17 

d'une  ou  de  plusieurs  variables,  et  sur  les  fonctions  iso-  1  XI  j     21 

tropes. /         l     4<> 

|  G2h|  442.  Mémoire  sur  quelques  théorèmes  dignes  de  remarque,  con- 
cernant les  valeurs  moyennes  des  fonctions  de  trois  va- 
riables indépendantes  (Cf.  R5b) XI       160 
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|  C2j  |  112.   Sur  les  intégrales  multiples '. .       VI  5 

|C2j]  130.  Mémoire  sur  l'emploi  de  la  transformation  des  coordonnées 
pour  la  détermination  et  la  réduction  des  intégrales  défi- 
nies multiples VI       ?,i- 

|C2j|  131.  Mémoire  sur  les  diverses  transformations  remarquables  de 
la  fonction  principale  qui  vérifie  une  équation  caractéris- 
tique homogène  aux  différences  partielles  (Cf.  HlOb) VI      t.i5 

|  C2k  j         128.   Sur  la  détermination  et  la  transformation  d'un  grand  nombre 

d'intégrales  définies  nouvelles VI       i S; 

|C2k]        135.  Note  sur  la  transformation  des  sommes  d'intégrales VI      260 

[ C 2 1 J  331.   Sur  les  intégrales  qui  s'étendent  à  tous  les  points  d'une 

courbe  fermée X        70 

|C21]         340.  Mémoire  sur  les  intégrales  dans  lesquelles  la  fonction  sous 

le  signe   /  change  brusquement  de  valeur X       1 33 

|C5|  412.  Théorèmes  divers  sur  les  fonctions  différentielles  et  sur  les 

valeurs  moyennes  des  fonctions XI        58 

fC5]  569.   Sur  les  produits  symboliques  et  les  fonctions  symboliques. .      XII      344 

[C5]  570.  Sur  la  transformation  des  fonctions  symboliques  en  moyennes 

isotropiques XII     365 

[C2k]  Voir  [V9]  138.  —  [C21]   Voir  [D3c<]   342.   —   [Cg3J 
Voir  [V9]  493. 

CLASSE  D. 

(Théorie  générale  des  fonctions  et  son  application  aux  fonctions  algébriques  et  circulaires;  séries  et 
développements  infinis,  comprenant  en  particulier  les  produits  infinis  et  les  fractions  continues 
considérées  au  point  de  vue  algébrique;  nombres  de  Bernoulli;  fonctions  sphériques  et  analogues.) 

1,  2.  —  Fonctions  de  variables  réelles.  Séries  et  développements  infinis. 

|  D 1  b  ]  262.  Sur  un  nouveau  genre  de  développement  des  fonctions, 
qui  permettra  d'abréger  notablement  les  calculs  astro- 
nomiques      VIII      3 1  ". 

|  Dlb]        264.  Mémoire  sur  plusieurs  nouvelles  formules  qui  sont  relatives 

au  développement  des  fonctions  en  séries VIII     336 

|  D 1  b  |  266.  Mémoire  sur  une  extension  remarquable  que  l'on  peut 
donner  aux  nouvelles  formules  établies  dans  les  séances 
précédentes VIII     35i) 

|D2J  277.  Mémoire  sur  l'emploi  des  variables  complémentaires  dans 

le  développement  des  fonctions  en  séries IX  i 

[D2aa]      238.  Mémoire  sur  les  modules  des  séries VIII     i33 

[  D2aa  |      268.  Sur  les  séries  multiples  et  sur  les  séries  modulaires VIII      i;". 

[D2aa]  572.  Observations  de  M.  Augustin  Cauchy  sur  une  Note  publiée 
dans  le  Compte  rendu  de  la  dernière  séance  par  M.  Ca- 
talan  (Cf.  V9) XII      39i 


hlG  TABLE   GENERALE  DES  MATIÈRES 

Tomes    Pages 

[D2ay]  518.  Note  sur  les  séries  convergentes  dont  les  divers  termes 
sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  réelle  ou 
imaginaire,  entre  des  limites  données XII       3o 

[  D2ao]  278.  Mémoire  sur  des  formules  rigoureuses  et  dignes  de  remarque, 
auxquelles  on  se  trouve  conduit  par  la  considération  de 
séries  multiples  et  divergentes IX        19 

[D2b]        271.  Mémoire  sur  les  fonctions  qui  se. reproduisent  par  substitu- 

tion  (Cf.J) VIII     38(» 

[D2b]        489.  Mémoire  sur  la  sommation  des  termes  de  rang  très  élevé 

dans  une  série  simple  ou  multiple XI      354 

|  D2ba]      149.  Note  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries VI      35<» 

|  D2ba]      256.  Mémoire  sur  divers  théorèmes  relatifs  à  la  convergence  des 

séries ' VIII     264 

|D2ba]  258.  Note  sur  diverses  propriétés  remarquables  du  développe- 
ment d'une  fonction  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  d'une  môme  variable VIII     287 

|  D2bs]       438.   (Simple  énoncé.) , XI       227 

[D2ba]  545.  Sur  un  théorème  général  qui  fournit  immédiatement,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  des  limites  entre  lesquelles  une 
série  simple  ou  multiple  demeure  convergente  (Cf.  H  la)..      XII      191 

|D2c]        261.  Note  sur  les  propriétés  de  certaines  factorielles  et  sur  la 

décomposition  des  fonctions  en  facteurs VIII     3i  1 

|D2c]         272.  Mémoire  sur  les  progressions  des  divers  ordres  (Cf.  F) VIII     3g3 

|  D  2  c  J  459.  Rapport  sur  un  Mémoire  relatif  au  développement  de  l'expo- 
nentielle ex  en  produit  continu;  par  M.  Fedor  Thoman.. .      XI      227 

[D2c]        460.  Mémoire  sur  la  décomposition  des  fonctions  en  facteurs.  .. .      XI      229 
[Dlb]  Voir  [U4]  265.  -  [D2ba]  Voir  [D3ba]  216.  -  [D2c] 
Voir  [FJ. 

3,  4,  5.  —    T/iéorie  des  fonctions  nu  point  de  vue  de  Cauc/ij, 
de   Weierstrass,  de  Riemann. 

[D3a]        267.  Mémoire  sur  quelques  propositions  fondamentales  du  calcul 

des  résidus  et  sur  la  théorie  des  intégrales  singulières.  VIII  366 

|D3a]        269.  Mémoire  sur  les  fonctions  complémentaires  (Cf.  113 b) VIII  378 

[D3a]        332.  Mémoire  sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires  (C/.  D5a).      X  7r> 

[D3a]        480.  Sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires XI  3oi 

|D3aJ        492.   Sur  les  fonctions  monotypiques  et  monogènes XI  376 

|D3a]        567.  Sur  la  théorie  des  fonctions  (Cf.  Hla) XII  333 

|  D3a  |         582.  Théorie  nouvelle  des  résidus XII  433 

[D3b]  495.  M.  Augustin  Cnuchf  présent»  à  l'Académie  un  Mémoire 
dans  lequel  il  établit  les  conditions  sous  lesquelles  sub- 
sistent les  principales  formules  du  Calcul  des  résidus,  et 

démontre  en  particulier  une  proposition  nouvelle XI  384 
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Tomes    Payes 

[D3b]         503.  Sur   le   changement   de   variable    indépendante    dans   les 

moyennes  isotropiques XI      4o3 

[D3b]        562.  Considérations  nouvelles  sur  les  résidus XII     3oo 

[D3baJ         9.  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Coriolis  (C/.  D3f -f) IV        38 

[D3baJ        58.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  des 

mouvements  planétaires  (Cf.  U3) IV      483 

[D3ba]        8i.  Considérations  nouvelles  sur  la  théorie  des  suites  et  sur  les 

lois  de  leur  convergence  (Cf.  D3d,  D3cy) '..       V       180 

[D3ba]  ■   147.   Sur  le  développement  du   reste  qui  complète  la  série  de 

Taylor  en  une  série  nouvelle VI      34y 

[D3ba]  216.  Note  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  entières  positives  et  néga- 
tives des  variables  ( Cf.  D2b » \ VIII        5 

[D3ba]  234.  Note  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  entières  des 
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riable suivant  les  puissances  entières  de  son  argument 
(Cf.  D2aoj IX        54 

[D3f]         565.  Sur  les  fonctions  monodromes  et  monogènes XII      ')■>. '! 
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boliques        XII      1 77 
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d'un  système  d'équations  différentielles XII      >  iii 

[  H 1  g  |  571.  Sur  l'intégration  définie  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles       XII     376 
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d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles VII        33 
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